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Resumen
El motor de induccio´n tipo jaula de ardilla es uno de los equipos de uso final ma´s impor-
tantes en la sociedad moderna, de ah´ı que la mayor parte de la energ´ıa consumida en los
pa´ıses se debe a su funcionamiento. En consecuencia, continuamente esta´n apareciendo nue-
vas propuestas para el mejoramiento de su disen˜o, lo cual, no es una tarea trivial para la
ingenier´ıa. De hecho, la optimizacio´n del motor de induccio´n es por naturaleza un problema
complejo debido a que envuelve un gran nu´mero de variables y para´metros en su disen˜o,
razo´n por la cual, los me´todos meta-heur´ısticos bio-inspirados han ido ganando campo en
esta a´rea. Actualmente, como parte de los objetivos de disen˜o del motor, la eficiencia ha cre-
cido en importancia, aunque su aumento esta´ en conflicto con los costos de fabricacio´n del
mismo. Por lo tanto, para el disen˜o de un motor de induccio´n trifa´sico tipo jaula de ardilla
de alta eficiencia, en este documento se propone una metodolog´ıa basada en la utilizacio´n
de algoritmos de optimizacio´n bio-inspirada multi-objetivo. As´ı, se plantea el uso de tres
algoritmos de optimizacio´n: NSGA-II, NSPSO y BCMOA. Estos algoritmos son usados para
solucionar un problema de optimizacio´n de eficiencia y costo del motor, lo cual no ha sido
antes presentado con estos me´todos. Con este fin, para el ana´lisis del motor se propone el
uso de dos modelos matema´ticos. El primero se basa en el Me´todo de los Elementos Finitos
(FEM) y el segundo en el circuito equivalente del motor de induccio´n. Este u´ltimo se formula
como herramienta para solucionar el problema de optimizacio´n, mientras que FEM, debido
a su exactitud frente al comportamiento real de la ma´quina y alto tiempo de co´mputo, es
usado como me´todo de comprobacio´n del disen˜o optimizado. Este enfoque de disen˜o pro-
puesto es novedoso, ya que los autores en su mayor´ıa presentan los resultados de un disen˜o
optimizado u´nicamente con el modelo aproximado por circuito equivalente. Por lo tanto, y
para garantizar unos resultados confiables, tambie´n se plantea una metodolog´ıa de ajuste de
estos modelos matema´ticos basada la comparacio´n de los resultados teo´ricos con los medidos
mediante ensayos bajo la norma IEC60034-2-1 en un caso base de un motor real. Finalmente,
la metodolog´ıa propuesta es probada en el disen˜o de un motor de induccio´n de 3.7kW y 2
Polos con cada uno de los algoritmos de optimizacio´n.
Palabras clave: Motor de induccio´n Jaula de Ardilla, optimizacio´n bio-inspiarada
Multi-objectivo, Prueba de eficiencia, cicuito equivalente del motor, Me´todo de los
Elementos Finitos.
Abstrac
The Squirrel Cage Induction Motor is one of the most important End-Use Equipment for
the modern society, in fact the highest percentage of energy consumption in all the countries
is due to its use. Consequently, new design improvements and methodologies are continually
beeing proposed. Nowadays, the efficiency of the motor is the most relevant part of the
design, nevertheless an efficiency increment may raise the production costs. Therefore, a
multi-objective optimization methodology is interesting for researchers, nonetheless, the in-
duction motor design is complex by nature and many variables and parameters should be
considered. Thereby, bio-inspired optimization techniques have been used increasingly in this
area. This document proposes a methodology based on bio-inspired multi-objective optimi-
zation algorithms for the three-phase squirrel cage induction motor design. Therefore, three
optimization methods are used: NSGA-II, NSPSO and BCMOA to solve the problem related
efficiency-costs of motor optimization abovementioned, which has never been presented befo-
re with these methods. In order to do that, two mathematic models are proposed to analyze
the motor’s performance. The first one is based on the Finite Elements Method (FEM) and
the second one is a theoretical model developed and based on the induction motor equivalent
circuit. The latter one, is formulated to solve the optimization problem, while FEM is used
to verify the optimization of the design due to its precise analysis of the machine performan-
ce and its high computational cost. This is an innovative approach in contrast to previous
ones, that only verify the optimized design results using the performance of a theoretical
approximative models. Moreover, a methodology for adjusting the models is also presented
in order to guarantee reliable results. This methodology is based on the comparison between
theoretical results with measured results from tests carried out according to IEC60034-2-1
standards on a real motor. Finally, the proposed design methodology is tested in the design
of an induction motor of 2,7kW and 2 poles using all optimization algorithms.
Keywords: Squirrel cage induction motor, bio-inspiared Multi-objective optimization,
Efficiency test, Motor’s equivalent circuit, Finite elements Method.
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S´ımbolos con letras latinas
S´ımbolo Te´rmino Unidad SI Definicio´n
Bag Densidad de flujo en el entrehiero(Induccio´n) T
Bsy Densidad de flujo en el yugo del estator T
Bry Densidad de flujo en el yugo del rotor T
Bsyav Densidad de flujo medio en el yugo del estator T
Bryav Densidad de flujo medio en el yugo del rotor T
Bst Densidad de flujo en los dientes del estatpr T
Brt Densidad de flujo en los dientes del rotor T
bag Entrehierro del motor m
bsso Abertura de la ranura del estator m
bss1 Ancho mayor ranura del estator m
bss2 Ancho menor ranura del estator m
bst1 Ancho mayor del diente del estator m
bst2 Ancho menor del diente del estator m
bstav Ancho medio del diente del rotor m
brso Abertura de la ranura del rotor m
brs1 Ancho mayor ranura del rotor m
brs2 Ancho menor ranura del rotor m
brt1 Ancho menor del diente del rotor m
brt2 Ancho mayor del diente del rotor m
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S´ımbolo Te´rmino Unidad SI Definicio´n
brtav Ancho medio del diente del rotor m
cal Costo especifico del aluminio $Col/kg
ccu Costo especifico del cobre $Col/kg
ci Costo especifico de la la´mina magne´tica $Col/kg
Ci Costo de los nu´cleos magne´ticos $Col
Ccu Costo del cobre $Col
Cal Costo del aluminio $Col
Cos (φ) Factor de potencia (Power Factor)
dw Dia´metro calibre equivalente en los conductor
de las bobinas del estator
m
di Densidad del acero magne´tico m
dcu Densidad del cobre m
dal Densidad del aluminio m
Dso Dia´metro externo del estator m
Dsi Dia´metro interno del estator m
Dro Dia´metro externo del rotor m
Dri Dia´metro interno del rotor m
Deri Dia´metro interno del anillo de corto circuito m
Dero Dia´metro externo del anillo de corto circuito m
f Frecuencia ele´ctrica de funcionamiento Hz
fr Frecuencia ele´ctrica en el rotor del motor Hz
Fm Fuerza magnetomogriz A/vuelta
Fag Fuerza magnetomogriz en el entrehierro del mo-
tor
A/vuelta
Fst Fuerza magnetomogriz en los dientes del estator A/vuelta
Frt Fuerza magnetomogriz en los dientes del rotor A/vuelta
Fsy Fuerza magnetomogriz en el yugo del estator A/vuelta
Fry Fuerza magnetomogriz en el yugo del rotor A/vuelta
hew Altura de las cabezas de bobina m
hsy altura del yugo del nu´cleo del estator m
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S´ımbolo Te´rmino Unidad SI Definicio´n
hsso Altura de la abertura de la ranura del estator m
hss Altura de la ranura del estator m
hry Altura del yugo del nu´cleo del rotor m
hrso Altura de la abertura de la ranura del rotor m
hrs Altura de la ranura del rotor m
Hag Intensidad de flujo en el entrehiero A/m
Hsy Intensidad de flujo en el yugo del estator A/m
Hry Intensidad de flujo en el yugo del rotor A/m
Hsyav Intensidad de flujo medio en el yugo del estator A/m
Hryav Intensidad de flujo medio en el yugo del rotor A/m
Hst Intensidad de flujo en los dientes del estatpr A/m
Hrt Intensidad de flujo en los dientes del rotor A/m
I0 Corriente motor sin carga A
In Corriente nominal A
Is Corriente por fase en el estator A
Ir Corriente por fase en el rotor A
Im Corriente de magnetizacio´n A
j Unidad imaginar´ıa
√−1
Jsw Densidad de corriente en los conductores del es-
tator
A/m2
Jss Densidad de corriente en las ranuras del estator A/m
2
Ki Factor de apilamiento de la la´mina magne´tica
Ksf Factor de relleno de la ranura
Kew Coeficiente de forma de las cabezas de bobina
KR Factor de correccio´n por efecto skin de la resis-
tencia en las barras del rotor
KL Factor de correccio´n por efecto skin de la induc-
tancia en las barras del rotor
Kα Factor de correccio´n por temperatura
Kd Factor de distribucio´n del bobinado
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S´ımbolo Te´rmino Unidad SI Definicio´n
Kq Factor de paso o de recorte del bobinado
Kw Factor de bobina
Kc Factor de Carter total
Kcs Factor de Carter para el estator
Kcr Factor de Carter para el rotor
Kh Coeficiente de pe´rdidas por histe´resis W · s/(T 2m3)
Ke Coeficiente de pe´ridas por corrientes de Eddy
Kex Coeficiente de pe´rdidas suplementarias o por ex-
ceso
W/((T · s−1)3/2m3)
Ks Factor de saturacio´n equivalente o total
Kst Factor de saturacio´n en los dientes de las la´mi-
nas
Ksy Factor de saturacio´n en los yugos de las la´minas
Kf Factor de forma debido a la saturacio´n de los
nu´cleos
l Longitud neta del nu´cleo magne´tico m
lg Longitud en bruto del nu´cleo magne´tico m
lb Longitud de las barras de la jaula de ardilla m
lew Longitud de las cabezas de bobina m
ler Longitud media del anillo de corto circuito por
fase
m
ltw Longitud media del cobre por espira m
lsyav Longitud media del yugo del estator m
lryav Longitud media del yugo del rotor m
lw Longitud total del cobre m
Lmph Inductancia de magnetizacio´n por fase H
Lm Inductancia de magnetizacio´n H
Lsl Inductancia de dispersio´n del estator por fase H
Lssl Inductancia de dispersio´n ranuras del estator
por fase
H
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S´ımbolo Te´rmino Unidad SI Definicio´n
Lewl Inductancia de dispersio´n cabezas de bobina
por fase
H
Lsdl Inductancia de dispersio´n por desplazamiento
en el estator
H
Lrl Inductancia de dispersio´n por fase del rotor H
Lbl Inductancia de dispersio´n en las barras del rotor
por fase
H
Lerl Inductancia de dispersio´n en el anillo de corto
circuito por fase
H
Lrdl Inductancia de dispersio´n por desplazamiento
en el rotor
H
m Nu´mero de fases
Msiy Masa del yugo del estator Kg
Msit Masa de los dientes del estator Kg
Msw Masa de los conductores en el bobinado Kg
Mriy Masa del yugo del rotor Kg
Mritb Masa del cuerpo de los dientes del rotor Kg
Mritt Masa de la punta de los dientes del rotor Kg
Mrb Masa de las barras de la jaula de ardilla Kg
Mrer Masa del anillo de corto circuito de la jaula de
ardilla
Kg
Ns Nu´mero de ranuras del estator
Nr Nu´mero de ranuras del rotor
Ntc Nu´mero de espiras (vueltas) por bobina
Npc Nu´mero de caminos de corriente por fase
Nscp Nu´mero de bobinas en serie por camino de co-
rriente
Ntp Nu´mero de espiras por fase
Ntpp Nu´mero de espiras por fase por caminos de co-
rriente
Npw Nu´mero de alambres conectados en paralelo por
espira
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S´ımbolo Te´rmino Unidad SI Definicio´n
nsyn Velocidad sincro´nica del motor rpm
n Velocidad en el eje del motor rpm
p Nu´mero de pares de polos del motor
ph Pe´rdidas especificas del material por histe´resis W/kg
pe Pe´rdidas especificas del material por corrientes
de eddy
W/kg
Pn Potencia nominal del motor (Nameplate) W
Pin Potencia ele´ctrica de entrada W
Pout Potencia de salida W
Pshaft Potencia meca´nica en el eje W
Ploss Potencia perdida W
Pil Pe´rdidas magne´ticas W
Pihl Pe´rdidas magne´ticas por histe´resis W
Piel Pe´rdidas magne´ticas por corrientes de eddy W
Psjl Pe´rdidas en los conductores del bobinado W
Prjl Pe´rdidas en la jaula de ardilla W
Pbjl Pe´rdidas en las barras de la jaula de ardilla W
Perjl Pe´rdidas en el anillo de corcuito de la jaula de
ardilla
W
Pmecl Pe´rdidas meca´nicas por friccio´n y ventilacio´n W
Psll Pe´rdidas adicionales en carga W
q Nu´mero de ranuras por polo por fase
Q Nu´mero de total de bobinas
Q
′
Nu´mero de bobinas por fase
Q
′′
Nu´mero de bobinas por polo y por fase
rss1 Radio mayor de la ranura estator m
rrs1 Radio mayor de la ranura rotor m
rrs2 Radio menor de la ranura rotor m
Rs Resistencia bobinas por fase Ω
Rew Resistencia cabezas de bobina por fase Ω
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S´ımbolo Te´rmino Unidad SI Definicio´n
Rb Resistencia en las barras de la jaula de ardilla
del rotor
Ω
Rer Resistencia en los anillos de corto circuito de la
jaula de ardilla del rotor
Rr Resistencia de la jaula de ardilla del rotor por
fase
Ω
Rth Resistencia Thevening Ω
s Deslizamiento del motor pu
Ssy A´rea de la seccio´n transversal del yugo del es-
tator
m2
Ser A´rea de la seccio´n transversal del anillo del rotor m
2
Sss A´rea de la seccio´n transversal de la ranura del
estator
m2
Src A´rea de la seccio´n transversal del yugo del rotor m
2
Srs A´rea de la seccio´n transversal de la ranura del
rotor
m2
Sb A´rea de la seccio´n transversal de las barras de
la jaula de ardilla
m2
Scu A´rea de la seccio´n transversal equivalente del
alambre de cobre usado
m2
sn Deslizamiento a carga nominal pu
ter Espezor del anillo de corto circuito m
ti Espesor la la´mina magne´tica m
Tempa Temperatura ambiente C
◦
Tempn Temperatura nominal o de funcionamiento C
◦
Tm Par electromagne´tico Nm
Tn Par nominal Nm
Tbk Par ma´ximo (breakdown torque) Nm
Tlr Par de arranque (loked-rotor torque) Nm
Vn Tensio´n nominal de linea V
Vph Tensio´n nominal por fase V
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S´ımbolo Te´rmino Unidad SI Definicio´n
Vth Tensio´n Thevening V
Xs Reactancia quivalente del estator Ω
Xr Reactancia equivalente del rotor Ω
Xm Reactancia equivalente de magnetizacio´n Ω
y Paso de bobina (coil pitch)
S´ımbolos con letras griegas
S´ımbolo Te´rmino Unidad SI Definicio´n
αi Factor de forma de la densidad de flujo magne´ti-
co
δ Profundidad de Penetracio´n m
ǫ Permitividad F/m
ǫ0 Permitividad del Vacio F/m 8, 8542× 10−12
η Eficiencia del motor %
λs,r permeabilidad geome´trica de ranura H/m
λew permeabilidad geome´trica cabezas de bobina H/m
λer permeabilidad geome´trica anillos de corto cir-
cuito
H/m
µ Permeabilidad Magne´tica H/m
µ0 Permaebilidad del Vacio H/m 4π × 10−7
ω Frecuencia Angular rad/s
ρ Resistividad electrica del material Ω ·m
ρcu Peso especifico del cobre kg/m
2
ρal Peso especifico del aluminio kg/m
2
ρi Peso especifico del hierro kg/m
2
σ Conductividad Ele´ctrica S
φm Flujo Magne´tico Wb
π Constante 3, 14159...
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S´ımbolo Te´rmino Unidad SI Definicio´n
τ Paso polar (pole pitch)
τew Dia´metro semicircunferencia de la cabeza de bo-
bina
m
τs Paso de ranura en el estator
τr Paso de ranura en el rotor
Sub´ındices
Sub´ındice Te´rmino
ag Entrehierro (Airgap)
al Aluminio
b Barra (bar)
c Bobina (coil), nu´cleo (core)
cu Cobre
er Anillo de corto circuito (End Ring)
ew Cabezas de bobina (End winding)
fe Hierro
i nu´cleos del motor (iron)
I2R Pe´rdidas por Efecto Joule
mec Meca´nicas
n Nominal
o Abertura
ph Fase (Phase)
r Rotor (rotor)
rs Ranura del rotor(rotor’s slot)
s Estator (stator), ranura (slot)
ss Ranura del estator,(stator’s slot)
sll Pe´rdidas adicionales en carga (Stray Load Losses)
syn Sincro´nico
t Espira(turn), diente (tooth)
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Sub´ındice Te´rmino
tb Cuerpo del diente
tt Punta del diente
th Thevening
w Alambre(wire)
Super´ındices
Super´ındice Te´rmino
’ Valores del rotor referidos al estator
Abreviaturas
Abreviatura Te´rmino
AC Corriente Alterna(Alternating current)
BCMOA Bacterial chemotaxis multiobjective optimization algorithm
BF Quimiotaxis de Bacterias (Bacterial Foraging)
DC Corriente Directa (Direct current)
emf Fuerza electromotriz
FEM Finite Element Method
GA Algoritmos gene´ticos (Genetic Algorithm)
IEC International Electrotechnical Commission
IEEE Institute of Electrical and Electronics Engineers
IM Motor de induccio´n (Induction motor)
mmf Fuerza magnetomotriz
NSGA− II Non-dominated Sorting Genetic Algorithm II
NSPSO Non-dominated Sorting Particle Swarm Optimizer
PSO Optimizacio´n por Enjambre de particulas (Particle swarm optimization)
SC Jaula de Ardilla (Squirrel Cage)

1. Introduccio´n
A nivel mundial se ha venido considerando el uso racional y eficiente de energ´ıa como punto
fundamental en la fabricacio´n y comercializacio´n de equipos para uso final. Esto motivado
especialmente por la dina´mica de una economı´a globalizada, las crisis del petro´leo en 1973
y 1979 (Rosa et al., 2007) y el cambio clima´tico debido a los gases por efecto invernadero
(Boglietti et al., 2005). A causa de esto, la competencia entre empresas es cada vez ma´s
fuerte y se mantiene en un constante cambio de acuerdo a los nuevos enfoques de desarrollo
sostenible. En consecuencia, las empresas han guiado sus esfuerzos a garantizar un manejo
eficiente de los recursos, aumentar la productividad y disminuir el impacto ambiental me-
diante un adecuado disen˜o y aplicacio´n de tales equipos de uso final.
Como parte de los equipos de uso final, esta´n aquellos que basan su funcionamiento en
la transformacio´n y uso de la energ´ıa ele´ctrica. Dentro de estos se encuentran los motores
ele´ctricos, siendo de especial atencio´n los motores de induccio´n tipo jaula de ardilla. Lo an-
terior se debe a su amplia utilizacio´n en las esferas de los grandes consumidores de energ´ıa
ele´ctrica (industria, comercio, turismo y salud) gracias al bajo costo de fabricacio´n, robustez
y gran facilidad de mantenimiento de estas ma´quinas frente a otro tipo de motores. De hecho,
en la actualidad ma´s del 60% de la energ´ıa consumida en los pa´ıses es debida a los motores
ele´ctricos, y cerca del 90% de esta, a los motores tipo jaula de ardilla(Corte´s et al., 2008;
Prias Caicedo, 2010). Por ende, gran parte de los esfuerzos de los pa´ıses y sus instituciones
para promover el uso racional y eficiente de energ´ıa se ha enfocado en la eficiencia energe´tica
de este tipo de ma´quinas ele´ctricas.
Por ejemplo, en los Estados Unidos (mediante la Energy Policy Act - EPACT ) se estable-
cio´ que todos los motores de propo´sito general que se vendieran y usaran en el pa´ıs deber´ıan
cumplir una eficiencia mı´nima establecida por norma (Bonnett, 2000). De igual forma, en
los pa´ıses europeos los principales fabricantes pertenecientes al (CEMEP) suscribieron un
acuerdo voluntario que buscaba disminuir en pocos an˜os la comercializacio´n de motores de
baja eficiencia (Boglietti et al., 2005), y en 2009, el Parlamento Europeo aprobo´ una regu-
lacio´n conocida como Directiva de Ecodisen˜o EuP para el mı´nimo rendimiento energe´tico
permitido en los motores ele´ctricos (Regulation-No.640/2009, 2009; Kanellakis et al., 2013;
Agamloh y Cavagnino, 2013).
En otros pa´ıses del mundo se ha tomado como ejemplo estas regulaciones en el uso de motores
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de alta eficiencia mediante la implementacio´n de pol´ıticas nacionales. En el caso particular
de Colombia se inicio´ con la expedicio´n de la ley URE (URE, 2001). As´ı, se crea el Programa
para el Uso racional y Eficiente de la Energ´ıa (PROURE) y Programa Conoce (Prias Caice-
do, 2010), dentro de los cuales se estructura un marco regulatorio mediante la formulacio´n de
un Reglamento Te´cnico de Etiquetado RETIQ. Con esto, al igual que en los Estados Unidos
y Europa, se ha buscado incentivar el uso de motores de induccio´n tipo jaula de ardilla de
alta eficiencia, y regular la fabricacio´n y comercializacio´n de motores no eficientes.
Lo anterior ha motivado a los fabricantes de motores a desarrollar nuevos disen˜os que cum-
plan con estas exigencias, con el fin de mantener o ampliar su participacio´n en los mercados.
Sin embargo, esto ha significado un gran reto para la industria manufacturera de este tipo de
ma´quinas ele´ctricas (Rosa et al., 2007). De acuerdo a Boglietti et al. (2005), los fabricantes
de motores pueden optar por una de dos estrategias para aumentar su eficiencia. Una de
ellas esta´ basada en el re-disen˜o completo de un motor, a lo cual ellos llaman disen˜o con alto
costo herramental (High tooling cost - HTC). El otro esta´ basado en el re-disen˜o parcial de
un motor, de tal forma que las variaciones tecnolo´gicas en el proceso de produccio´n, tengan
un mı´nimo impacto econo´mico en las compan˜´ıas; a este se le conoce como disen˜o con bajo
costo herramental (No tooling cost - NTC). La gran diferencia entre las dos aproximaciones
es la modificacio´n o no de la geometr´ıa en las la´minas del estator y rotor, y usar o no el
herramental que ya esta´ siendo usado en los motores esta´ndar de produccio´n.
El motor de induccio´n actualmente es un producto maduro, con disen˜os bien estudiados
y establecidos. Comu´nmente, los fabricantes de motores tienen y aplican sus propias me-
todolog´ıas de disen˜o, y en general estas requieren de teor´ıa, experiencia y varios procesos
iterativos de disen˜o y pruebas antes de lograr un resultado final aceptable (Agamloh y Ca-
vagnino, 2013). Por lo tanto, las dos estrategias de disen˜o (HTC/NTC) son atractivas para
los fabricantes. Por consiguiente, varios autores han estudiado los re-disen˜os para el aumen-
to de eficiencia basados en el NTC (Boglietti et al., 2005; Alberti et al., 2013; Agamloh y
Cavagnino, 2013; Agamloh et al., 2013). Por otra parte, Boglietti et al. (2005) mencionan
que un re-disen˜o completo permite un aumento consistente en el valor de eficiencia, siendo
los altos costos de financiamiento la limitante de este enfoque.
El disen˜o NTC se ha basado ba´sicamente en el incremento en el volumen de los nu´cleos a
trave´s del aumento de la longitud de los mismos. Sin embargo, la extensio´n de la longitud
del nu´cleo para aumentar la eficiencia de un motor se puede considerar equivalente a usar
de forma sub-dimensionada un motor de mayor potencia a la necesaria. Ahora, debido a que
en el re-disen˜o el valor de tensio´n es constante, se requiere de una modificacio´n del nu´mero
de espiras del bobinado del estator (Boglietti et al., 2005). Por lo tanto, este enfoque de
disen˜o representa un incremento en el costo de los motores (mayor cantidad de material), el
cual tambie´n debe estar acorde al presupuesto de las empresas y los clientes. Agamloh et al.
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(2013) presentan algunas de las limitantes y ventajas de esta estrategia de disen˜o. Otras es-
trategias de disen˜o por NTC comu´nmente usadas tienen la misma desventaja: el incremento
del factor de relleno de las ranuras, ajuste de la seccio´n transversal de los anillos de corto
circuito, el uso de cobre en la inyeccio´n de la jaula de ardilla o el recocido del nu´cleo del rotor.
Con todo lo anterior queda en claro que algunas de las mayores oportunidades de ahorrar
energ´ıa y reducir el costo de operacio´n en instalaciones industriales y comerciales viene de
la optimizacio´n del disen˜o de motores ele´ctricos. Sin embargo, tambie´n se hace evidente que
el costo de fabricacio´n siempre sera´ una herramienta de competencia comercial. Esto au´n
ma´s en pa´ıses en v´ıa de desarrollo como Colombia, donde este aumento en el costo de los
motores genera una respuesta contrar´ıa frente al remplazo de ma´quinas en la industria. En
consecuencia, nuevas metodolog´ıas de disen˜o de motores de induccio´n basados en algoritmos
de optimizacio´n se hacen necesarias.
En la literatura se´ cuenta con una gran cantidad de metodolog´ıas cla´sicas de disen˜o de mo-
tores tipo jaula de ardilla. Sin embargo, debido al contexto del problema, un proceso de
optimizacio´n debe hacer parte de dichas metodolog´ıas, y el problema de optimizacio´n de un
motor de induccio´n debe considerar la maximizacio´n de sus caracter´ısticas (eficiencia) y la
minimizacio´n del costo de fabricacio´n.
En la pra´ctica, los problemas de optimizacio´n con diferentes objetivos son comu´nmente re-
ducidos a un solo objetivo equivalente artificial con el fin de usar te´cnicas mono-objetivo
convencionales de optimizacio´n. Sin embargo, Branke et al. (2008) establecen que hay una
idea falsa de que la mayor´ıa de tareas de optimizacio´n deben ser orientadas hacia un proble-
ma de optimizacio´n mono-objetivo, au´n ma´s, si se tienen objetivos en conflicto. Esto se debe
a que la correlacio´n entre objetivos depende ba´sicamente de las diferentes alternativas de so-
lucio´n disponibles. As´ı, en un problema de optimizacio´n multi-objetivo real se obtiene como
resultado un conjunto de soluciones llamadas Pareto-o´ptimas, en vez de una u´nica solucio´n
como en el caso de los algoritmos mono-objetivo. Por lo tanto, con estas aproximaciones se
corre el riesgo de hallar un o´ptimo que no corresponda a la solucio´n que el usuario hubiera
seleccionado del frente Pareto-o´ptimo (Branke et al., 2008).
Ahora, a lo largo de la historia, varias te´cnicas de optimizacio´n convencionales han sido
usadas para el disen˜o de motores de induccio´n, las cuales emplean me´todos basados en gra-
dientes (naturaleza determinista). Sin embargo, las deficiencias de estos me´todos son ma´s
notorias en problemas que envuelven un gran nu´mero de variables y restricciones, tendiendo
a encontrar o´ptimos locales en vez de globales. Por lo tanto, algunos me´todos estoca´sticos-
metaheur´ısticos (intr´ınsecamente no deterministas), han sido usados para la optimizacio´n
del disen˜o de los motores de induccio´n tipo jaula de ardilla. Este es el caso de los me´todos
bio-inspirados, los cuales esta´n basados en la biomı´mesis y ya han dado resultados positivos
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en otros ana´lisis de los motores ele´ctricos.
Dentro los me´todos bio-inspirados, esta´n los llamados Algoritmos Evolutivos (EAs). Uno de
los EA’s ma´s importantes son los Algoritmos gene´ticos (GAs), que esta´n basados en la teor´ıa
de la evolucio´n por seleccio´n natural de Charles Darwin. Otro de los me´todos bio-inspirados,
modela el comportamiento social y cognitivo de los enjambres de aves, de abejas o cardu´me-
nes de peses, donde cada part´ıcula del enjambre se mueve y gu´ıa a las dema´s part´ıculas hacia
a´reas ma´s promisorias del espacio de bu´squeda (Li, 2003). El me´todo es conocido como Op-
timizacio´n por Enjambre de Part´ıculas (PSO) y fue propuesto por primera vez por Kennedy
y Eberhart (1995).
Uno de los me´todos bio-inspirados ma´s recientes y novedosos es la optimizacio´n por qui-
miotaxis de bacterias BQ. En este me´todo, una poblacio´n de bacterias se mueve con el fin
de encontrar las regiones con mayor concentracio´n de alimento y escapar de aquellas donde
haya sustancias nocivas para ellasPassino (2002).
En la u´ltima de´cada, para el disen˜o de los motores ele´ctricos se han empleado algunas
de las te´cnicas de optimizacio´n bio-inspiradas mono-objetivo ya mencionadas, para lo cual
comu´nmente se han reducido los problemas con varios objetivos en uno equivalente (Funcio-
nes de costo principalmente). Sin embargo, estos me´todos de optimizacio´n bio-inspirados se
han convertido en herramientas de gran intere´s para investigadores, por lo que en el campo
de la optimizacio´n se han desarrollado versiones multi-objetivo de estos algoritmos.
Por todas estas razones, para la metodolog´ıa de disen˜o de un motor de induccio´n tipo jaula de
ardilla de alta eficiencia mediante la implementacio´n de algoritmos de optimizacio´n, en esta
tesis se propuso la utilizacio´n de algoritmos de optimizacio´n bio-inspirados multi-objetivo.
Sin embargo, Branke et al. (2008) mencionan que antes de poder efectuar un proceso de
optimizacio´n, construir un modelo matema´tico o computacional adecuado es au´n ma´s im-
portante que la tarea de optimizacio´n en s´ı misma. Este modelo consiste ba´sicamente en la
formulacio´n del problema de optimizacio´n: variables de decisio´n, funciones objetivo, restric-
ciones, l´ımites de las variables y las ecuaciones que relacionan todos ellos.
Uno de los modelos matema´ticos ma´s utilizado en las metodolog´ıas de disen˜o de los motores
de induccio´n se basa en ecuaciones anal´ıticas para la determinacio´n y ana´lisis del circuito
equivalente de la ma´quina. Sin embargo, este modelo requiere de una serie de aproximaciones
dada la compleja geometr´ıa de los motores y la naturaleza no lineal de los feno´menos f´ısicos
del mismo. Por lo anterior, hace varias de´cadas los modelos matema´ticos basados en me´to-
dos nume´ricos se han convertido en herramientas esta´ndar para el ana´lisis de los motores
ele´ctricos. En especial, el Me´todo de los Elementos Finitos (FEM), ya que en general ofrece
un ana´lisis confiable, robusto y con un mejor nivel de exactitud y precisio´n (Boglietti et al.,
1 Introduccio´n 5
2007).
Sin embargo, es bien conocido que FEM requiere de un gran esfuerzo computacional y es
usado en el refinamiento de los disen˜os, mientras que en los disen˜os preliminares o en los
procesos de optimizacio´n, el modelo matema´tico por circuito equivalente es el ma´s utilizado
(Boldea y Nasar, 2010). No obstante, los fabricantes finalmente se basan en el ensayo de
prototipos para llegar al disen˜o definitivo. Por lo tanto, en la presente tesis se propone el uso
de un modelo matema´tico basado en el circuito equivalente y otro mediante FEM-2D, donde
el primero es usado para solucionar el problema de optimizacio´n y el segundo para evaluar
el comportamiento del motor optimizado. Para este fin, se propone una metodolog´ıa para la
elaboracio´n y ajuste de dichos modelos, la cual se basa en la comparacio´n y validacio´n de
los resultados teo´ricos con datos experimentales de mediciones hechas por la IEC60034-2-1
en un caso base de un motor real.
Para mostrar los resultados alcanzados con el trabajo, el documento de tesis se divide de la
siguiente forma.
En el Cap´ıtulo 2 se hace una breve presentacio´n del contexto internacional y nacional en
el que se mueven las reglamentaciones y normatividades para la medicio´n, clasificacio´n y
regulacio´n del uso de motores de alta eficiencia. En este mismo cap´ıtulo, se hace una revi-
sio´n exhaustiva del estado del arte en el ana´lisis y disen˜o de motores de induccio´n tipo jaula
de ardilla mediante el uso de algoritmos de optimizacio´n bio-inspirados, mono-objetivo y
multi-objetivo.
El Cap´ıtulo 3 inicia con la presentacio´n de la metodolog´ıa de ensayo utilizada para la re-
copilacio´n de datos experimentales en motores base. Posteriormente se relaciona la teor´ıa y
consideraciones necesarias para la elaboracio´n del modelo FEM-2D del motor de induccio´n,
el pre-proceso, proceso y pos-proceso del me´todo. El cap´ıtulo termina con el desarrollo ma-
tema´tico y las ecuaciones necesarias para el ca´lculo de los para´metros del modelo por circuito
equivalente y el ca´lculo de las caracter´ısticas de funcionamiento del motor.
Acto seguido, en el Cap´ıtulo 4 se explican los conceptos y la teor´ıa necesaria para entender
la lo´gica de los algoritmos de optimizacio´n bio-inspirados y los problemas multi-objetivo en
general. Paralelamente, se presenta el funcionamiento los me´todos de optimizacio´n por GA,
PSO y BQ en sus casos ba´sicos mono-objetivo, para terminar con la explicacio´n de los me´to-
dos de optimizacio´n escogidos para ser usados como parte de la metodolog´ıa de optimizacio´n
propuesta en esta tesis: “Non-dominated Sorting Genetic Algorithms-II (NSGA-II)”,“Non-
dominated Sorting Particle Swarm Optimization (NSPSO)” y “Bacterial Chemotaxis Multi-
objective Optimization (BCMOA)”.
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En el Cap´ıtulo 5 se utilizan los conocimientos socializados anteriormente en este documen-
to para llegar a los aportes y resultados de esta tesis, los cuales son presentados en este
cap´ıtulo. As´ı, el cap´ıtulo inicia con la explicacio´n de la metodolog´ıa propuesta para la elabo-
racio´n y ajuste de los modelos desarrollados en la tesis. En esta, se expondra´ el mecanismo
propuesto para el ajuste de los modelos teo´ricos a partir de resultados experimentales de
ensayo. Tambie´n se relaciona la informacio´n que fue necesaria para la elaboracio´n de los
modelos, y los resultados y ana´lisis de la aplicacio´n de dicha metodolog´ıa. Continuando en el
cap´ıtulo se llega al principal aporte de esta tesis, que es la metodolog´ıa propuesta de disen˜o
de motores de induccio´n tipo jaula de ardilla mediante la implementacio´n de algoritmos de
optimizacio´n bio-inspirados multi-objetivo. Para ello, en estas secciones del cap´ıtulo se ex-
hibe el problema de optimizacio´n multi-objetivo propuesto: funciones objetivo, variables de
decisio´n, para´metros, restricciones y consideraciones del problema. Tambie´n se especifican
los para´metros de ajuste de los algoritmos de optimizacio´n multi-objetivo probados, as´ı como
el mecanismo de toma de decisio´n propuesto para el uso de dichos algoritmos y las me´tricas
usadas para la comparacio´n del rendimiento de los mismos. Finalmente, en el cap´ıtulo se
presentan, comparan y analizan los resultados obtenidos de la aplicacio´n de la metodolog´ıa
con los distintos me´todos de optimizacio´n seleccionados y con ello, el disen˜o optimizado de
un motor de induccio´n de 3,7kW 2 polos.
Este documento se cierra con el Cap´ıtulo 6 de conclusiones, donde se discuten los aportes
de esta tesis de investigacio´n.
2. Uso racional y eficiente de energ´ıa en
Colombia y el mundo
La energ´ıa ele´ctrica es la forma de energ´ıa que se ha constituido como columna vertebral de
la sociedad industrial moderna, esto debido a su versatilidad y gran conocimiento, especial-
mente a partir del siglo XIX, cuando los cient´ıficos e ingenieros lograron aprovecharla para
el uso industrial y dome´stico. As´ı, en la segunda mitad de este siglo se inventan los primeros
motores ele´ctricos, siendo el disen˜o conocido como motor de induccio´n tipo Jaula de Ardilla
el que actualmente es ma´s usado. Con base en ello, en este cap´ıtulo se presentara´ una breve
resen˜a de co´mo han evolucionado las normativas y reglamentaciones para la clasificacio´n de
los motores por eficiencia, se mostrara´ la importancia de aumentar esta caracter´ıstica en
las ma´quinas, y se hara´ un recorrido por el estado del arte en cuanto al disen˜o o´ptimo de
motores ele´ctricos basados en me´todos de optimizacio´n convencionales y no convencionales.
2.1. Eficiencia energe´tica en Colombia y el mundo
La evaluacio´n de la eficiencia energe´tica junto con la reduccio´n en el consumo de energ´ıa
desde el punto de vista te´cnico, consiste en la minimizacio´n de la energ´ıa de entrada requeri-
da para lograr una energ´ıa de salida (u´til) deseada. Desde el punto de vista de las empresas,
la reduccio´n de la relacio´n costo-energ´ıa es el principal objetivo para la inversio´n en nuevos
equipos eficientes, y desde el punto de vista ecolo´gico, el consumo de energ´ıa y la reduccio´n
en la emisio´n de gases de CO2 son el principal objetivo. En todos los casos, en las u´ltimas
cuatro de´cadas se ha venido considerando el uso racional y eficiente de energ´ıa como punto
fundamental en las pol´ıticas energe´ticas nacionales y por lo tanto en la fabricacio´n y comer-
cializacio´n de equipos para uso final.
Debido a las crisis del petro´leo (Rosa et al., 2007), surgen conceptos como el de Desarrollo
sostenible y Gestio´n de la Demanda de Energ´ıa (Pe´rez Arriaga et al., 2005). Adicionalmente,
con los cambios clima´ticos y el estudio del efecto de los gases invernadero, se sella el inicio
de una nueva visio´n frente al uso racional y eficiente de la energ´ıa.
Los motores ele´ctricos y en especial los motores de induccio´n tipo jaula de ardilla, se consti-
tuyen como los mayores consumidores de energ´ıa en los principales sectores econo´micos de los
pa´ıses (Rosa et al., 2007). Por lo tanto, los pa´ıses han establecido normas y reglamentaciones
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como parte de programas de gestio´n de la demanda de energ´ıa con el fin de incentivar a los
grandes y pequen˜os consumidores al uso de tecnolog´ıas ma´s eficientes (motores de mayor
eficiencia). Esto motivado no solo por la disminucio´n en el valor de las facturas de dichos
consumidores, sino tambie´n por el aporte a la reduccio´n de gases de invernadero producidos
en la generacio´n de la energ´ıa necesaria para la alimentacio´n de estas ma´quinas (Boglietti
et al., 2011b).
En este sentido, la legislacio´n llamada Energy Policy Act (EPAct), firmada en 1992 en los
EEUU, se consagro´ como el primer esfuerzo en regular el uso de motores tipo jaula de ardilla
ineficientes (Bonnett, 2000). Esto basado en los niveles de eficiencia dados por la norma
NEMA-MG1, y cuyo valor de eficiencia deber´ıa ser determinado mediante el me´todo B de
la norma IEEE 112 (IEEE112, 2004).
Por su parte, el Comite´ Europeo de fabricantes de ma´quinas ele´ctricas y electro´nica de
potencia (CEMEP) suscribio´ un acuerdo voluntario en mayo del 2000 con el fin de reducir
al menos al 50% a finales de 2003 la venta de motores con baja eficiencia (Boglietti et al.,
2005). En 2007 en Europa se actualiza la norma para ensayos de eficiencia IEC60034-2-1,
y con esto en octubre de 2008 IEC emite el co´digo IE en la norma IEC60034-30 para la
clasificacio´n en IE1, IE2, IE3 e IE4 de motores trifa´sicos tipo jaula de ardilla (IEC60034-30,
2008). En la Figura 2-1 se presentan los niveles de clasificacio´n establecidos por la NEMA
MG1, CEMEP, IEC60034-30 y NTC5105 y sus equivalencias (Ver Ape´ndice A).
EPAct
NEMA MG1 CEMEP
IEC60034-30
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RETIQ
NTC 5105
Energy Efficient
Premium Efficient
Eff3
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Eff2
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Figura 2-1.: Niveles de clasificacio´n de motores ele´ctricos por eficiencia
Con base en esos niveles de clasificacio´n, en 2009 la Comisio´n Europea de Regulacio´n esta-
blece los requerimientos para el llamado “Ecodisen˜o EuP” y utilizacio´n de motores ele´ctricos
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en la Unio´n Europea (Regulation-No.640/2009, 2009; Kanellakis et al., 2013). As´ı, se regu-
lan tres requerimientos, dentro de los cuales esta´ que, para el 1 de enero de 2015 y el 1 de
enero de 2017, los motores con potencia nominal entre 7,5kW y 375kW, y 0,75kW y 375kW
no deben tener una eficiencia menor a la IE3 o IE2 si se encuentran alimentados mediante
variadores de frecuencia(Agamloh y Cavagnino, 2013).
Bajo la misma filosof´ıa, pa´ıses como Canada´, China, Corea del Sur, Australia, Nueva Zelan-
da, Brasil, Chile y por supuesto Colombia, han adoptado medidas gubernamentales para la
regulacio´n del valor mı´nimo de eficiencia de funcionamiento en los motores ele´ctricos (Agam-
loh y Cavagnino, 2013). En todos los casos ha sido necesario adoptar unos niveles para la
clasificacio´n de los motores por eficiencia y una metodolog´ıa para la determinacio´n de forma
experimental de estos valores.
2.1.1. La situacio´n en Colombia
En Colombia se firma la ley 697 del 3 de octubre de 2001 (Ley URE), a trave´s de la cual
se busca fomentar el uso racional y eficiente de la energ´ıa (URE) y promover la utilizacio´n
de energ´ıas alternativas. As´ı, mediante esta ley se declara el URE como un asunto de in-
tere´s social, pu´blico y de conveniencia nacional para garantizar un adecuado abastecimiento
econo´mico, la competitividad en la economı´a, la proteccio´n del consumidor y la utilizacio´n
de energ´ıas no convencionales con el fin de cuidar el medio ambiente y conservar los recursos
naturales. Con esta se establece la creacio´n del Programa “PROURE” y se asigna al Minis-
terio de Minas y Energ´ıa como la entidad responsable de disen˜ar, promover y asegurar el
desarrollo y seguimiento de este (URE, 2001).
Para desarrollar el PROURE en Colombia, mediante la Resolucio´n No. 180919 del 1 de junio
de 2010, se adopto´ el Plan de Accio´n Indicativo 2010-2015 con visio´n al 2020, en el que se
establecen estrategias y actividades para cumplir con los objetivos planteados en la ley URE.
Este plan esta´ conformado por subprogramas estrate´gicos que son de cara´cter transversal
y tienen incidencia sobre los diferentes sectores del consumo energe´tico (Prias Caicedo, 2010).
Como parte del sector industrial se establecen ocho subprogramas prioritarios, donde se des-
taca el subprograma enfocado a la optimizacio´n del uso de la energ´ıa ele´ctrica para fuerza
motriz (SI-1), ya que en el pa´ıs aproximadamente el 70% de la energ´ıa ele´ctrica que se utiliza
la industria colombiana esta´ asociada al uso de motores ele´ctricos(Prias Caicedo, 2010).
Para el SI-1 se establecen diez l´ıneas de accio´n, dentro de las que se resaltan la sustitucio´n
de los motores actuales por motores de alta eficiencia, el establecimiento de incentivos tribu-
tarios para la importacio´n de motores de u´ltima tecnolog´ıa, la implementacio´n del sistema
de etiquetado en motores, entre otros (Prias Caicedo, 2010).
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En este mismo orden de ideas, en el pa´ıs se establece el proyecto de Reglamento Te´cnico de
Etiquetado - RETIQ, el cual tiene como objetivo establecer y obligar el uso de etiquetas que
informen sobre el desempen˜o de los equipos en te´rminos de consumo energe´tico e indicadores
de eficiencia. El RETIQ au´n no es vigente en el pa´ıs; sin embargo, el Ministerio de Minas
y Energ´ıa publico´ el pasado 19 de junio de 2014 la versio´n final ajustada del documento
principal del RETIQ.
Por todo esto, se concluye que en el mundo y ahora en Colombia, el URE se ha convertido en
un tema esencial dentro de las pol´ıticas gubernamentales, siendo de gran intere´s el caso de
los motores ele´ctricos, donde se ha buscado promover el uso de ma´quinas con una eficiencia
aumentada.
Por lo tanto, los esfuerzos por parte de los fabricantes de motores se han enfocado en el disen˜o
de motores de induccio´n que se puedan clasificar en uno de los rangos de eficiencia dados
por norma. Sin embargo, esto ha abierto un campo de investigacio´n para las estrategias y
metodolog´ıas de disen˜o enfocadas al aumento de la eficiencia, considerando los factores de
competitividad que exige una economı´a globalizada (costo del producto). En la siguiente
seccio´n se muestra el estado del arte en este campo de investigacio´n.
2.2. Estado del arte en el disen˜o de motores de induccio´n
y aumento en eficiencia mediante su optimizacio´n
Diferentes metodolog´ıas han sido implementadas en el disen˜o de motores. De hecho, la ma-
yor´ıa de fabricantes utilizan metodolog´ıas propias basadas no solo en la teor´ıa sino tambie´n
en la experiencia. En la mayor´ıa de los casos, la optimizacio´n del funcionamiento del motor
se ha efectuado mediante algoritmos iterativos cla´sicos (directos e indirectos) salidos de la
programacio´n no-lineal (aproximaciones deterministas) (Boldea y Nasar, 2010). Sin embargo,
dado el gran nu´mero de variables de disen˜o, la no linealidad del problema de optimizacio´n y
la cantidad de funciones de restriccio´n, se ha impulsado el uso de otras te´cnicas de optimi-
zacio´n basadas en aproximaciones estoca´sticas.
En la revisio´n del estado del arte en este campo de investigacio´n se encuentra que Kentli
(2009) presenta un interesante y completo estudio sobre los me´todos usados para la optimi-
zacio´n del disen˜o en motores de induccio´n monofa´sicos y trifa´sicos en esa u´ltima de´cada. Con
este trabajo se tiene una objetiva recopilacio´n de los principales me´todos de optimizacio´n,
mono-objetivo y multi-objetivo, que se han aplicado en este campo. De este, el autor conclu-
ye que los trabajos se han centrado en motores de induccio´n tipo jaula de ardilla polifa´sicos
y que en esa u´ltima de´cada los me´todos de optimizacio´n probados han sido en su mayor´ıa
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me´todos estoca´sticos, au´n por encima de los me´todos tradicionales deterministas, donde el
me´todo de Hooke-Jeeves fue el ma´s utilizado. Sin embargo, de los me´todos estoca´sticos se
encuentran trabajos basados en me´todos mono-objetivo en su mayor´ıa, donde el me´todo
de los algoritmos gene´ticos (GA) ha sido el ma´s investigado. Finalmente, el autor conclu-
ye que los principales objetivos propuestos por los autores son el costo y la eficiencia de la
ma´quina, sin embargo tambie´n enfatiza en la falta de trabajos multi-objetivo en esta de´cada.
Ahora, a partir del 2009 se continuo´ con la investigacio´n en este campo. Bhuvaneswari et al.
(2009) presentan un algoritmo h´ıbrido entre GA y el me´todo de los enjambres de part´ıcu-
las (PSO) para optimizar el disen˜o de un alternador. Los autores consideran por separado
tres funciones objetivo: el costo, la eficiencia y la regulacio´n del alternador, lo aplican a dos
alternadores de ejemplo y los resultados son comparados con los obtenidos con el me´todo
tradicional PSO. Tutelea y Boldea (2010), evalu´an la eficacia de una versio´n modificada del
me´todo de optimizacio´n determinista convencional Hooke-Jeeve y los GA. Para este fin, los
autores reducen un problema multi-objetivo en un problema con una sola funcio´n objetivo
de costo mediante coeficientes de peso. En este mismo sentido, Krishnamoorthy y Dhar-
malingam (2010a) comparan el mismo me´todo de Hooke Jeeves y los Algoritmos Gene´ticos
GA y en Krishnamoorthy y Dharmalingam (2010b) se compara un me´todo determin´ıstico
convencional (Rosenbrock) y los GA. En estos dos trabajos, los autores evalu´an los me´todos
para el disen˜o de un motor de induccio´n de 3,7kW, 4 polos y 400V/50Hz. Ellos utilizan una
sola funcio´n objetivo de costo y la te´cnica de “minimizacio´n secuencial sin restricciones”
para convertir el problema de optimizacio´n con restricciones en una serie de problemas sin
restricciones. De estos trabajos los autores concluyeron que los GA presentan un mejor ren-
dimiento sobre los me´todos convencionales. De igual manera resaltan la necesidad de evaluar
los me´todos en problemas multi-objetivo reales.
En el caso de los algoritmos de optimizacio´n basados en la naturaleza de los Enjambres
de Part´ıculas (PSO), varios autores han usado estos algoritmos para el disen˜o de motores
ele´ctricos pero en un contexto mono-objetivo. Por ejemplo, Sakthivel et al. (2010f) utilizan
PSO para el disen˜o de un motor de induccio´n trifa´sico. El me´todo es probado en dos motores
y comparado con el rendimiento de GA y me´todos convencionales de disen˜o. Con este fin, los
autores prueban dos casos separados a partir del planteamiento de la funcio´n objetivo usada:
La primera es el costo anual de los materiales activos usados y el segundo es la funcio´n equi-
valente del costo anual total del motor (Costo anual del material, costo anual de las pe´rdidas
en el motor y el costo anual de la energ´ıa perdida). Con un problema de optimizacio´n si-
milar, Sakthivel et al. (2010d) prueban un me´todo por enjambre de part´ıculas adaptativo
(Adaptative Particle Swarm Optimization - APSO) y en Sakthivel y Subramanian (2011b)
se prueba un algoritmo de optimizacio´n por enjambre de part´ıculas modificado (Modified
particle swarm optimization - MPSO).
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Recientemente, algunos autores han evaluado me´todos de optimizacio´n para la solucio´n de
problemas de optimizacio´n multi-objetivo reales. Chun et al. (2008), por ejemplo, implemen-
taron el me´todo MOGA y el me´todo por circuito equivalente para el disen˜o de un motor
de 1,5kW, 4 polos y 380V/60Hz, donde las funciones objetivo usadas fueron las pe´rdidas
electromagne´ticas y el par de arranque. Por otra parte, C¸unkas¸ y Sag˘ (2010) proponen la
utilizacio´n de dos algoritmos de optimizacio´n multi-objetivo para la determinacio´n de la
eficiencia in-situ del motor de induccio´n: el algoritmo “ Non-dominated sorting Genetic Al-
gorithm (NSGA-II)” y el algoritmo “Strength Pareto Evolutionary Algorithm-2 (SPEA2)”.
Para ello, los autores desean minimizar varios errores entre los valores medidos y calculados
para determinar los para´metros del circuito equivalente del motor y con esto determinar la
eficiencia. Por otra parte, Ranjan et al. (2013) prueban el algoritmo NSGA-II para el disen˜o
de un motor de induccio´n trifa´sico de 5,0kW, 4 polos y 170V/50Hz, mediante la maximi-
zacio´n de la eficiencia y la minimizacio´n de la densidad de potencia. Los autores comparan
estos resultados con los obtenidos mediante otros me´todos de optimizacio´n como lo son:
bu´squeda Tabu´, Recocido simulado y los mismos algoritmos gene´ticos simples.
El uso de algoritmos multi-objetivo basados en los PSO para la solucio´n de problemas rela-
cionados con el disen˜o de motores ele´ctricos ha sido mucho menos explorado. En este a´mbito
los problemas se han resuelto mediante la reduccio´n de los problemas con varios objetivos a
uno solo equivalente. Sin embargo, Zhang et al. (2012) proponen un me´todo para el disen˜o
de la geometr´ıa de ranura en motores de induccio´n trifa´sicos NEMA - Clase D usando el
me´todo “Gaussian multi-objective particle swarm optimization (G-MOPSO)”propuesto por
dos Santos Coelho et al. (2010) y el modelo por circuito equivalente del motor. En el pro-
blema de optimizacio´n los autores proponen como funciones objetivo la maximizacio´n del
par de arranque y la minimizacio´n del deslizamiento del motor. Estos autores, una vez han
seleccionado la mejor solucio´n del frente Pareto-o´ptimo, utilizan FEM para mejorar la pre-
cisio´n en el disen˜o. Por lo tanto, este trabajo es un muy buen referente sobre los trabajos
que actualmente se esta´n desarrollando.
Ahora, mediante esta revisio´n del estado del arte en la optimizacio´n del disen˜o en motores
de induccio´n tipo jaula de ardilla, se encontro´ que a pesar de que el me´todo de optimiza-
cio´n bio-inspirado por quimiotaxis de bacterias fue planteado en su versio´n mono-objetivo
en 2002 (Passino, 2002), tan solo hasta el 2010 se encuentran trabajos que incorporan estos
algoritmos en el disen˜o o ana´lisis en estas ma´quinas. As´ı, Sakthivel et al. (2010a) utilizan un
algoritmo adaptativo por quimiotaxis de bacterias (ABF) para la optimizacio´n del disen˜o de
un motor de induccio´n clasificado como “Energy Efficient”. Para esto los autores plantean
un problema de optimizacio´n mono-objetivo con nueve variables de decisio´n y seis funciones
de restriccio´n en el que prueban dos casos con funciones objetivo de costo diferentes. Los
resultados son presentados en un motor de 5 y 10HP, 4 polos y 400V y 415V/50Hz respec-
tivamente, y comparados con los me´todos por GA, PSO y BF (Bacterial Foraging) simple.
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En Sakthivel y Subramanian (2011a) los autores evalu´an el algoritmo de optimizacio´n por
quimiotaxis de bacterias simple (BF) para la optimizacio´n de un motor de induccio´n de
5HP, 4 polos y 400V/50Hz, donde la funcio´n objetivo es de costo y considera el efecto de
las pe´rdidas de potencia en la ma´quina. Estos autores han implementado la optimizacio´n
por quimiotaxis de bacterias para la determinacio´n de la eficiencia de la ma´quina in-situ
(Sakthivel et al., 2010c, 2011) y la determinacio´n de los para´metros del modelo circuital de
los motores de induccio´n (Sakthivel et al., 2010e; Sakthivel y Subramanian, 2012).
Para el ana´lisis de los motores de induccio´n, recientemente Santos et al. (2013) utilizan la
quimiotaxis de bacterias (BF) para la determinacio´n de la eficiencia in-situ bajo una ali-
mentacio´n con tensiones des-balanceadas y en Sousa Santos et al. (2013) bajo armo´nicos y
tensiones des-balanceadas igualmente. Los resultados son probados en un motor de 7.5kW
en el primer caso y en uno de 0.55kW en el segundo.
A la fecha no se encuentran trabajos previos en la optimizacio´n del disen˜o en motores de
induccio´n tipo jaula de ardilla, mediante la solucio´n de problemas de optimizacio´n multi-
objetivo basados en algoritmos por quimiotaxis de bacterias. Estos estudios se han adelantado
en otros campos de la ingenier´ıa ele´ctrica. As´ı por ejemplo, Panigrahi et al. (2010) plantean
el uso del algoritmo por quimiotaxis de bacterias y un procedimiento de clasificacio´n basa-
do en dominancia difusa para seleccionar el frente Pareto-o´ptimo. Este me´todo es probado
para la solucio´n de un problema de despacho ele´ctrico bajo carga conocido en ingle´s como
Evironmental/Economic dispatch - EED, el cual pretende minimizar la cantidad de emisio-
nes y los costos de la generacio´n. En Panigrahi et al. (2011) se plantea un nuevo me´todo
multi-objetivo por quimiotaxis de bacterias basado en la clasificacio´n por no-dominancia
(MOBF), el cual es probado en el mismo problema de optimizacio´n de EED mencionado an-
teriormente. En un contexto muy cercano al anterior mencionado, Lu et al. (2013) plantean
la utilizacio´n del algoritmo de optimizacio´n multi-objetivo basado en la quimiotaxis de colo-
nias de bacterias para la solucio´n de problemas de optimizacio´n en el despacho ele´ctrico EED.
Finalmente, en la mayor´ıa de estudios sobre optimizacio´n del disen˜o de motores de induccio´n
se utiliza un modelo matema´tico anal´ıtico para el proceso. Sin embargo, en la mayor´ıa de
los casos no se presentan o usan formas de validacio´n de los resultados mediante me´todos
de mayor precisio´n, los cuales, son comunes en la industria: ana´lisis por el me´todo de los
elementos Finitos FEM y ensayo de prototipos. No obstante, hay algunos trabajos que han
utilizado estas estrategias para el disen˜o.
Por ejemplo, los dos ma´s antiguos son las propuestas de Palko y Jokinen (1997) y Idir et al.
(1998). El primero propuso el uso de FEM 2D como me´todo de ana´lisis para optimizar las
dimensiones de un motor tipo jaula de ardilla. Para esto, uso´ el me´todo de Crack-Nicholson
Time Stepping y GA para su optimizacio´n. En el segundo, se utiliza el modelo anal´ıtico
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por el circuito equivalente para optimizar el disen˜o de un motor de induccio´n mediante el
me´todo de Redes Neuronales Artificiales (NNA). En este caso, FEM es usado para calcular
los para´metros del circuito equivalente. Un procedimiento similar es usado por Feyzi y Ka-
lankesh (2001); Sharifian et al. (2003); Feyzi et al. (2004), donde usan FEM iterativamente
para extraer los para´metros del modelo por circuito equivalente del motor, y posteriormente,
efectu´an la optimizacio´n mediante me´todos anal´ıticos. En el caso de Sharifian et al. (2003),
proponen un problema multi-objetivo, el cual es transformado a uno mono-objetivo mediante
el me´todo de ponderaciones. Kentli (2009) menciona un par de trabajos de optimizacio´n, en
los que utilizan FEM para verificar la validez del disen˜o optimizado del motor, y otro, donde
utilizan este me´todo para modificar el motor resultante durante el proceso de optimizacio´n.
Tan solo en 2008, Li y Yang (2008) proponen un interesante trabajo en el que es utiliza FEM
y PSO juntos para el disen˜o y optimizacio´n de motores ultraso´nicos. En este caso, en cada
iteracio´n, se env´ıan las soluciones del PSO al modelo en FEM. Por otra parte, en los u´ltimos
an˜os se han propuesto varios trabajos de optimizacio´n en los que usan FEM en el disen˜o
de motores ele´ctricos. Uno es el de Zhang et al. (2012) explicado l´ıneas arriba, y otro es el
propuesto por Balaji y Kamaraj (2012). En este, los autores proponen el uso del me´todo de
optimizacio´n multi-objetivo NSGAII para determinar el disen˜o o´ptimo de un motor sincro´ni-
co de reluctancia variable (SRM). Con este fin, para poder tomar en cuenta la geometr´ıa de
la ma´quina y la no linealidad de los materiales, los autores hacen uso de FEM para su ana´lisis.
De esta manera, se establece la vigencia e importancia de la investigacio´n en el disen˜o de
motores de induccio´n tipo jaula de ardilla con eficiencia aumentada. De igual forma, se
identifican los campos de investigacio´n en esta a´rea, en los cuales a nivel mundial no se
han presentado avances y sobre los cuales con esta tesis de investigacio´n se aporta al tener
como propo´sito el desarrollar una metodolog´ıa de disen˜o de un motor de induccio´n tipo
jaula de ardilla de alta eficiencia, basada en la implementacio´n y evaluacio´n de un me´todo
de optimizacio´n bio-inspirado multi-objetivo.
3. Modelo del motor de induccio´n tipo
Jaula de Ardilla
En este cap´ıtulo se revisara´ la teor´ıa referente a los modelos matema´ticos del motor de in-
duccio´n usados en esta tesis. Para esto, se estudiara´ el modelo electromagne´tico basado en el
me´todo de los elementos finitos (FEM) y modelo anal´ıtico basado en el circuito equivalente
del motor. Adema´s, como parte de la metodolog´ıa propuesta en esta tesis, los modelos son
ajustados y validados a partir de datos experimentales de ensayo de motores reales. Por
lo tanto, el cap´ıtulo inicia presentando la metodolog´ıa usada para la determinacio´n de la
eficiencia y pe´rdidas de forma experimental mediante ensayos de laboratorio. Posteriormen-
te, se introducira´n los mecanismos necesarios usados para desarrollar el modelo del motor
de induccio´n mediante FE, y finalmente, se establecera´n las ecuaciones necesarias para la
elaboracio´n del modelo del circuito equivalente del motor de induccio´n.
3.1. Determinacio´n experimental de la eficiencia y
pe´rdidas de forma segregada
La eficiencia esta´ definida en te´rminos generales como la razo´n entre la potencia de salida y
la potencia de entrada. Ecuacio´n (3-1).
η =
Pout
Pin
100% (3-1)
La eficiencia determinada mediante esta razo´n es conocida como eficiencia directa. De forma
alternativa, la eficiencia se determina comu´nmente hallando las pe´rdidas de forma segregada
y usando la medicio´n de la potencia de entrada y salida en el motor (Agamloh, 2011).
Ecuacio´n (3-2).
η =
Pin − Ploss
Pin
100% (3-2)
Este me´todo es conocido como el me´todo de segregacio´n de pe´rdidas y es un me´todo indirec-
to que da resultados precisos si las pe´rdidas adicionales en carga son determinadas de forma
apropiada (Agamloh, 2011).
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Los valores de eficiencia y pe´rdidas dados por los fabricantes son medidos o calculados de
acuerdo a ciertas normas. A nivel mundial existen diferentes normas para ensayar ma´quinas
ele´ctricas; Agamloh (2011) presenta una descripcio´n general de los me´todos dados en distin-
tas normas. En este mismo art´ıculo, Agamloh (2011) hace una comparacio´n de los resultados
de la de eficiencia calculada en 1000 motores entre 1 y 250 HP mediante el me´todo directo
A e indirecto B de la IEEE112 (2004).
A nivel nacional, el procedimiento para la determinacio´n de la eficiencia y pe´rdidas en los
motores de induccio´n esta´ reglamentado por el RETIQ (RETIQ, 2014) (Anexo E sobre “En-
sayos para determinar eficiencia en motores de induccio´n de corriente alterna”), el cual tiene
como referencia principal la norma IEC60034-2-1 (2007). Boglietti et al. (2011b) analizan
y discuten las caracter´ısticas de la IEC60034-2-1 en relacio´n a la clasificacio´n de eficiencia
planteada en la norma IEC60034-30 (2008). Cao (2008) hace un completo ana´lisis de los
ensayos para la determinacio´n de la eficiencia en motores de induccio´n, haciendo e´nfasis en
los me´todos de la norma IEC60034-2-1 (2007). Tomando en cuenta lo anterior, en esta inves-
tigacio´n se sigue el procedimiento de la norma IEC60034-2-1 (2007) para la determinacio´n
de las pe´rdidas y el valor de eficiencia en la ma´quina.
El me´todo de la norma IEC60034-2-1 (2007) comu´nmente aceptado se denomina “me´todo
de sumatoria de pe´rdidas segregadas”, el cual consiste en la obtencio´n por separado de
todas las pe´rdidas convencionales en el motor, para luego mediante su sumatoria, hallar las
pe´rdidas totales del mismo (Contreras y Acun˜a, 2010). Las pe´rdidas adicionales en carga se
hayan de manera indirecta a partir del alisamiento de las pe´rdidas residuales (resta de la
diferencia entre la potencia de entrada y salida medidas), y la sustraccio´n de las pe´rdidas
totales halladas en la ma´quina de la potencia de entrada. Para el desarrollo de este me´todo,
se requiere de la ejecucio´n de los siguientes ensayos:
Medicio´n de la resistencia DC del bobinado del estator con el motor a temperatura
ambiente
Ensayo de temperatura a carga nominal
Ensayo con carga y medicio´n de resistencia DC al apagado
Ensayo sin carga y medicio´n de resistencia DC al apagado
En el Ape´ndice B se presentan los requerimientos y procedimiento para la ejecucio´n de los
ensayos, as´ı como los ca´lculos necesarios para la determinacio´n de las pe´rdidas y eficiencia
en el motor.
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3.2. Desarrollo del modelo del motor de induccio´n tipo
Jaula de Ardilla mediante el me´todo de los
elementos finitos - FEM
Con el aumento en la necesidad de lograr una mayor precisio´n durante un proceso de disen˜o
y ana´lisis de las ma´quinas ele´ctricas, se ha fomentado el uso de me´todos nume´ricos para el
ca´lculo de campos ele´ctricos y magne´ticos. Estos me´todos se basan en la determinacio´n de
la distribucio´n de los campos en la estructura bajo estudio a trave´s la solucio´n de las ecua-
ciones de Maxwell. Para el ana´lisis de los campos electromagne´ticos, los principales me´todos
nume´ricos usados para la solucio´n de ecuaciones diferenciales parciales son el me´todo de
las diferencias finitas (Finite Difference Method - FDM ), el me´todo de los elementos finitos
(Finite Element Method - FEM ) y el me´todo de los elementos de frontera (Boundary Dif-
frerence Method - BEM ) (Corte´s y Pe´rez, 2007).
El me´todo de los elementos finitos (FEM) es una te´cnica nume´rica que permite obtener una
solucio´n del campo, incluso en problemas que var´ıan con el tiempo e involucran materiales
no-homoge´neos, anisotro´picos o no lineales. Para ello, el dominio completo de ana´lisis es
dividido en un nu´mero finito de sub-dominios elementales, los cuales son llamados elementos
finitos, y la ecuacio´n diferencial es aplicada en cada uno de estos (Bianchi y Bolognani, 1999).
El ana´lisis mediante FEM se caracteriza por desarrollarse en tres etapas principalmente:
1. Pre-procesamiento
2. Procesamiento
3. Post-procesamiento
En el Ape´ndice C se ampl´ıa la teor´ıa referente al funcionamiento de FEM.
Por otra parte, el modelado de un dispositivo real consiste en un proceso de despreciar y
simplificar ciertos feno´menos f´ısicos para describir el funcionamiento del artefacto en un mo-
delo matema´tico, donde el tipo y la cantidad de simplificaciones determinan la exactitud
en la solucio´n. De acuerdo a (Hameyer y Belmans, 1999, Cap´ıtulo 9), para el ana´lisis del
campo de un equipo electromagne´tico, las simplificaciones en el modelo del dispositivo real
se pueden hacer en tres niveles: en el tiempo, en la geometr´ıa (2D/3D) y en la consideracio´n
de ciertos feno´menos importantes.
Para el ana´lisis en los motores de induccio´n trifa´sicos tipo jaula de ardilla, en general se
deben considerar los efectos de la saturacio´n de los materiales (histe´resis) simulta´neamente
con los feno´menos inductivos presentes en el funcionamiento del motor (Hameyer y Belmans,
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1999). Por lo tanto, el problema de campo es no-lineal y variable en el tiempo, y requiere que
sea calculada la corriente inducida debido a los efectos del movimiento del rotor (Bianchi,
2005). Para esto, los programas de simulacio´n por FEM incluyen mo´dulos disen˜ados para
el ana´lisis de ma´quinas rotativas. En estos, el programa aplica diferentes aproximaciones y
estrategias para considerar el problema como cuasi-estacionario, contemplar la no-linealidad
de los materiales mediante el ana´lisis de la curva de magnetizacio´n e incluir el efecto en el
campo debido al movimiento del rotor. De acuerdo a Bianchi (2005), este me´todo de ana´lisis
se basa en la reproduccio´n del funcionamiento del motor bajo carga para cierto punto de
operacio´n, en estado estable y considerando una fuente de tensio´n sinusoidal en un circuito
externo como la alimentacio´n del mismo.
Por otro lado, los motores de induccio´n son geometr´ıas complejas, donde el tiempo de co´mpu-
to para analizar un modelo 3D puede llegar a durar varias horas. Por esta razo´n, el modelo
usado es reducido comu´nmente a una geometr´ıa 2D (Corte´s et al., 2008). Sin embargo, los
efectos 3D en diferentes partes de la ma´quina son importantes para el ana´lisis, debido a la
longitud finita de los nu´cleos del mismo. A causa de esto, diferentes autores proponen efec-
tuar el ana´lisis del motor de induccio´n mediante FEM a trave´s de un modelo 2D, y considerar
los efectos de borde incluyendo elementos apropiados en un circuito equivalente, el cual es
externo a la solucio´n de campo hecha por FEM (Bianchi, 2005, Cap´ıtulo 13).
A continuacio´n se precisan las te´cnicas y teor´ıa relacionada con la elaboracio´n de los modelos
con FEM para el ana´lisis de motores de induccio´n tipo jaula de ardilla.
3.2.1. Modelado de motores de induccio´n tipo jaula de ardilla con el
me´todo de los elementos finitos
En los u´ltimos 25 an˜os el uso de FEM se ha convertido en una herramienta casi esta´ndar
para el ana´lisis de los motores ele´ctricos. Inicialmente, para la elaboracio´n del modelo por
FEM del motor de induccio´n se debe contar con informacio´n del disen˜o de la ma´quina. Es-
pec´ıficamente se deben conocer los datos generales o de placa del motor, los datos de la
geometr´ıa de las la´minas del estator y rotor, la configuracio´n geome´trica de los anillos de
corto circuito y cabezas de bobina, el tipo de bobinado (esquema), el calibre y resistencia de
los conductores, el nu´mero de espiras por fase por camino de corriente y las caracter´ısticas de
los materiales de las la´minas magne´ticas y conductores ele´ctricos (hierro, cobre y aluminio)
(Corte´s y Pe´rez, 2007).
Como se menciono´ en la seccio´n anterior, los modelos 3D y 2D del motor son posibles. Sin
embargo, para esta investigacio´n se decidio´ dentro de su alcance elaborar un modelo 2D. De
esta manera, a continuacio´n se presenta la forma en que se elaboraron dichos modelos y las
consideraciones que fueron necesarias para obtener la exactitud deseada.
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En cualquier programa de simulacio´n por FEM, el primer paso es elegir el tipo de pro-
blema que se va a modelar y solucionar. En este caso, se elige el modulo para el ana´lisis
electromagne´tico de ma´quinas rotativas y se selecciona entre un ana´lisis en estado estable o
transitorio. Para esta investigacio´n, se propuso el uso de un modelo en estado estable.
Pre-proceso: Definicio´n de los para´metros de la geometr´ıa
Como parte de los pasos de FEM, primero se construye la geometr´ıa de los nu´cleos de la
ma´quina 2D. Para esto se debe contar con las dimensiones y geometr´ıa de la misma.
Para el ana´lisis del motor se cuenta con te´cnicas disponibles para reducir el tiempo de pro-
cesamiento de la simulacio´n, normalmente se puede reducir la geometr´ıa a 1/2, 1/4 o 1/6 del
total, remplazando las fronteras y haciendo uso de la periodicidad del feno´meno magne´tico.
Por ejemplo, en un motor de 2 polos, 3 fases, 36 ranuras en el estator y 28 ranuras del rotor,
este se podr´ıa modelar con un 1/2 de su geometr´ıa. Por lo tanto, el modelo consistir´ıa de 18
ranuras del estator y 14 ranuras del rotor.
La elaboracio´n del modelo geome´trico del motor se puede hacer de muchas maneras. Sin
embargo, la definicio´n de la geometr´ıa del motor es recomendable hacerla parametrizando la
mayor´ıa de dimensiones de la ma´quina y utilizando herramientas de simetr´ıa y periodicidad
en su forma. Hay diferentes razones para usar para´metros. Primero que todo, los para´metros
simplifican las entradas del problema. Tambie´n, el identificar las dimensiones con nombres
permite hacer modificaciones mucho ma´s fa´cilmente para la evaluacio´n del modelo.
Por lo tanto, la elaboracio´n de la geometr´ıa se inicia con la definicio´n de diferentes para´me-
tros que representan las dimensiones de las partes activas del motor. Dependiendo de los
requerimientos en el disen˜o se pueden establecer varios de ellos. Para los fines de esta inves-
tigacio´n se adaptaron y complementaron los propuestos en Magsoft (2006). Estos para´metros
son presentados en la Tabla 3-11.
Pre-proceso: Seleccio´n de los materiales para el modelo del motor
La mayor´ıa de programas de simulacio´n cuentan con bibliotecas de materiales que pueden
ser cargados en el modelo. Para el modelo por FEM del motor de induccio´n se requieren
ba´sicamente de tres tipos de materiales: cobre, aluminio y acero al silicio. Dependiendo de
los fabricantes estos materiales pueden tener distintas propiedades ele´ctricas y magne´ticas,
por lo que en esta investigacio´n se recomienda la utilizacio´n de materiales introducidos a
partir de los datos del fabricante de los materiales usados en el motor a modelar.
1Los para´metros pueden ser visualizados sobre la geometr´ıa en la Figura 3-5 y Figura 3-6
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Tabla 3-1.: Para´metros constructivos en FLUX de las partes activas del motor
Para´metro Descripcio´n
AIRGAP bag Ancho del entrehierro
SOD Dso Dia´metro externo del estator
SID Dsi Dia´metro interno del estator
SSHIGHT hss Altura de la ranura del estator
SSOPEN bso Abertura de la ranura del estator
SSBR rss1 Radio superior ranura del estator
SSHIGHTO hso Altura entrada ranura estator
SSBR1 rss2a Radio menor entrada ranura
SSBR2 rss2b Radio mayor entrada ranura
RBHEIGHT hrs Altura de la ranura del rotor
RBTOPR rrs1 Radio mayor de la ranura del rotor
RBBOTR rrs2 Radio menor de la ranura del rotor
ROD Dro Dia´metro exterior del rotor
TOPRB Ubicacio´n superior de las ranuras del rotor
RID Dri Dia´metro interno del rotor
As´ı, normalmente se necesita incluir datos de resistencia en el cobre y resistividad en el
aluminio. Mientras que en el acero magne´tico se debe contar con informacio´n de la curva
de magnetizacio´n, punto de saturacio´n, pe´rdidas ma´ximas, conductividad, densidad, factor
de apilamiento, etc. Todos estos datos generalmente son entregados por los proveedores de
dichos materiales, razo´n por la cual se deben conocer para la construccio´n de un modelo con
un grado aceptable de exactitud.
Pre-proceso: Consideracio´n de los efectos de borde mediante circuito externo
En esta investigacio´n se consideraron los feno´menos 3D en el modelo 2D incluyendo un cir-
cuito externo acoplado al modelo por FEM.
El circuito ele´ctrico ba´sicamente integra la resistencia e inductancia en las cabezas del bobi-
nado del estator y la resistencia e inductancia del anillo de cortocircuito del rotor. Los valores
de los elementos del circuito externo deben ser calculados de forma anal´ıtica con base en la
geometr´ıa de dichas partes de la ma´quina, o medidas mediante ensayos de laboratorio antes
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de la simulacio´n por FEM. Finalmente, las ecuaciones resultantes del circuito externo son
solucionadas simulta´neamente con el problema por FEM.
En la Figura 3-1 se presenta un esquema del modelo implementado para el ana´lisis del
motor de induccio´n. En este se observa co´mo mediante un circuito externo se incluyen las
fuentes de alimentacio´n AC y los efectos de borde por cada fase. Es importante resaltar
que el acople entre el circuito externo y la simulacio´n mediante FEM se hace a trave´s de los
elementos del circuito que representan las bobinas del estator por cada fase. En la Figura 3-1
se establecen dos grupos de bobina por cada fase: U1U2/U5U6 para la fase R, V1V2/V5V6
para la fase S y W1W2/W5W6 para la fase T. As´ı, estos grupos de bobina se ubican de
acuerdo al esquema de bobinado dentro de las ranuras del estator dibujadas en el modelo 2D,
prestando especial atencio´n al sentido de la corriente en cada lado de la bobina, el nu´mero
de espiras y resistencia por cada grupo de bobina.
Efecto de las cabezas
de bobina en el estator
Efecto de los anillos de
corto circuito en el rotor
Simulación FEM - 2D
V1
V2
V3
Lew
Lew
Lew
Rew
Rew
Rew
U1U2
W1W2
V1V2
U5U6
W5W6
V5V6
Conductores del bobinado
Figura 3-1.: Esquema del ana´lisis de un motor de induccio´n trifa´sico mediante FEM-2D
En el caso de la jaula de ardilla, las barras son establecidas como conductores so´lidos de
un material espec´ıfico, el cual en la mayor´ıa de los casos es Aluminio al 99,5% o 99,7%
de pureza. Entre cada dos barras, mediante el circuito externo se incluye una impedancia
que representa los efectos de borde en el anillo de corto circuito por cada uno de los lados
de la ma´quina (Ver Figura 3-2). Finalmente, en la mayor´ıa de programas de simulacio´n, a
pesar de la independencia ele´ctrica de la jaula de ardilla con el circuito del estator, esta es
conectada a uno de los terminales del circuito con el fin de establecer una tierra comu´n.
En el caso de las fuentes AC de tensio´n, a estas se les asigna su magnitud por fase (ej.
220V/
√
3, 380V/
√
3, 440V/
√
3 etc.), la frecuencia de funcionamiento (50Hz, 60Hz) y un
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Lerf(1) Lerf(2)Rerf(1) Rerf(2)
Lerb(1) Lerb(2)Rerb1 Rerb(2)
Lerf(n-1) Lerf(n)Rerf(n-1) Rerf(n)
Lerb(n-1) Lerb(n)Rerb(n-1) Rerb(n)
Bar(1) Bar(2) Bar(n-1) Bar(n)
Resistencia + bobina representan
los efectos de la parte delantera del
anillo de corto circuito entre dos
barras consecutivas
Modelo circuital
Modelo FEM 2D
Modelo circuital
=
Resistencia + bobina representan
los efectos de la parte trasera del
anillo de corto circuito  entre dos
barras consecutivas
Figura 3-2.: Acople entre FEM-2D y un circuito externo de la jaula de ardilla
desfase entre ellas de 120◦.
Las ecuaciones anal´ıticas usadas para el ca´lculo del valor de la resistencia e inductancia de
dispersio´n en las cabezas de bobina Rew y Lewl y la resistencia e inductancia de dispersio´n
en los anillos de corto circuito Rer y Lerl, coinciden con las usadas en el modelo matema´tico
por circuito equivalente presentado en la Seccio´n 3.3, por lo que pueden ser consultadas en
dicha seccio´n.
Finalmente, se debe tomar en cuenta que la simulacio´n mediante este modelo computacional
no considera de forma impl´ıcita los efectos de la temperatura en los materiales de la ma´quina.
Por lo tanto, para el ca´lculo de los para´metros en el circuito externo, se deben efectuar
correcciones por temperatura, los cuales tambie´n son presentados en la Seccio´n 3.3.
Pre-proceso: Definicio´n de los dominios del campo electromagne´tico
Para la simulacio´n por FEM del motor de induccio´n se definen diferentes dominios con
distintas propiedades f´ısicas (Figura 3-3). Los principales dominios son (Bianchi, 2005):
Nu´cleo del estator: regio´n magne´tica no-conductora; Material: hierro magne´tico de
grano no orientado.
Nu´cleo del rotor: regio´n magne´tica no-conductora; Material: hierro magne´tico de grano
no orientado.
Entrehierro: regio´n no-conductora, no-magne´tica entre el nu´cleo del estator y rotor;
Material: aire (vac´ıo).
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Bobinado del estator: regio´n no-magne´tica con varios conductores bobinados ubicados
en las ranuras del estator; Material: cobre. Se introducen valores de resistencia y nu´mero
de espiras.
Barras de la jaula de ardilla: regio´n no-magne´tica con conductor so´lido, ubicado en las
ranuras del rotor.
Núcleo del estator
Entrehierro sub-dividido
Núcleo del rotor
Barras del rotor
Fronteras de Dirichlet
Bobinas del estator
12 regiones, 1 por cada
lado de grupo de bobina
Figura 3-3.: Dominios en el modelo del motor de induccio´n
Las fronteras del dominio son el borde externo de la la´mina del estator (con la carcasa)
y el borde interno de la la´mina del rotor (con el eje). Para todos los ca´lculos se establecen
condiciones de Dirichlet en estas fronteras (Ver Ape´ndice C), las cuales consideran un campo
magne´tico nulo fluyendo a trave´s de esta´s fronteras. (Bianchi, 2005).
El eje del motor esta´ fabricado en un acero no magne´tico, por lo que este puede ser omitido
del ana´lisis de campo (Bianchi, 2005). Por otra parte, la carcasa se fabrica generalmente de
hierro fundido o aluminio AlSi-12, los cuales son malos conductores magne´ticos y ele´ctricos
frente a los utilizados en las partes activas al motor. Por lo tanto, al igual que con el eje del
rotor, la carcasa es omitida del ana´lisis de campo.
Pre-proceso: Enmallado del dominio
Para lograr un buen ana´lisis de este problema y con el fin de ahorrar en tiempo de co´mputo,
una malla fina solo se requiere alrededor del entrehierro, especialmente en estas tres a´reas
(Corte´s et al., 2008):
24
Metodolog´ıa de disen˜o de un motor Jaula de Ardilla de alta eficiencia mediante la
implementacio´n de algoritmos de optimizacio´n bio-inspirados multi-objetivo
En la parte superior de las ranuras del rotor (junto al entrehierro), ya que debido al
efecto Skin, la corriente a trave´s de las barras del rotor se concentra en la parte superior
de las mismas.
Los dientes del estator. Los dientes representan una potencial regio´n de saturacio´n
debido a la alta densidad de flujo en el a´rea.
El entrehierro por s´ı mismo. Una malla fina dentro y alrededor del entrehierro permite
obtener una mejor precisio´n en los resultados encontrados.
Una buena pra´ctica es establecer ma´s de una capa de elementos en el entrehierro. Una sola
capa con elementos triangulares consiste en que un lado de cada triangulo este´ en contacto
con una de las fronteras del entrehierro. En este caso, para analizar en concreto los feno´menos
magne´ticos en el entrehierro, se deben establecer dos o tres capas de elementos, subdividiendo
el entrehierro en ma´s de una regio´n (Corte´s et al., 2008) (ver Figura 3-4).
Figura 3-4.: Enmallado del motor y en el entrehierro
Por otra parte, algunos tutoriales sugieren subdividir la regio´n de la la´mina del estator y el
rotor en una regio´n cercana y distante a las ranuras respectivamente. As´ı, un enmallado con
mayor nu´mero de elementos se puede generar alrededor de las ranuras, mientras que hacia
el borde externo en el estator y el borde interno del rotor, se genera una malla menos fina
CEDRAT (2010).
Ahora, dependiendo del programa de simulacio´n utilizado, el taman˜o de los elementos en la
generacio´n de la malla se puede definir de diferentes maneras. En este punto, lo realmente
importante es determinar el mejor balance entre la exactitud requerida en los resultados
versus el tiempo y recursos computacionales disponibles para el ana´lisis. Se debe tener en
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cuenta que en la medida que se reduzca la geometr´ıa 2D completa a una sola porcio´n basados
en su simetr´ıa y periodicidad, la densidad en el enmallado se puede aumentar y lograr una
mayor exactitud en los resultados.
Por ejemplo Corte´s et al. (2008) utilizan 400 y 600 ve´rtices de elementos en las divisiones
de las tres zonas en el entrehierro y simula en un motor de 4 polos 1/2 geometr´ıa. Sharifian
et al. (2003) evalu´an el funcionamiento del motor mediante FEM e implementan un modelo
2D con 5462 elementos y 14502 nodos en la geometr´ıa completa de un motor trifa´sico de 2
polos, 3kW y 380V/50Hz.
Para la elaboracio´n del enmallado se debe tomar en cuenta el momento y la forma en que
se asignan las caracter´ısticas de la malla deseada a la geometr´ıa ya construida. As´ı, es
normal encontrar que primero se deben establecer las caracter´ısticas de la malla deseada en
una porcio´n base de la geometr´ıa (ej. en la primera ranura del estator y rotor dibujada),
antes de completar la geometr´ıa mediante herramientas de simetr´ıa y periodicidad. Con
esto, las propiedades del enmallado se distribuyen en toda la geometr´ıa, permitiendo que las
modificaciones se apliquen a todas las partes de la geometr´ıa por igual.
Pre-proceso: Incorporacio´n del deslizamiento del rotor en FEM
Para el modelo expuesto en el presente documento, se ha propuesto un ana´lisis del motor
usando simulacio´n bajo carga en estado estable, por lo que se debe considerar como parte
de la misma el deslizamiento de la ma´quina(Bianchi, 2005). En consecuencia, se debe elegir
un programa de simulacio´n por FEM que permita simular el comportamiento del motor
incluyendo este valor. Espec´ıficamente, los programas de simulacio´n disen˜ados para el ana´lisis
de motores ele´ctricos cuentan con mo´dulos cinema´ticos y herramientas mediante las cuales se
les puede dar propiedades dina´micas a la geometr´ıa. Espec´ıficamente se asignan unas regiones
esta´ticas y otras regiones dina´micas: el estator y entrehierro en las primeras y el rotor y eje
en las segundas. En un modelo con la regio´n del entrehierro sub-dividida, se debe prestar
especial atencio´n al tipo de propiedad f´ısica asignada a cada una de esas regiones. As´ı por
ejemplo, si el entrehierro esta´ subdividido en dos, la parte del entrehierro con frontera en
el estator debera´ tener propiedades esta´ticas, mientras que la parte con frontera en el rotor
debera´ tener propiedades dina´micas CEDRAT (2010).
Procesamiento: Modulo de simulacio´n/solucio´n
Dependiendo del programa de simulacio´n usado, el proceso de solucio´n del modelo se efectu´a
de diferentes maneras. Sin embargo, en general, para este paso se deben seleccionar los dis-
tintos para´metros y opciones para la solucio´n del modelo efectuado. Por ejemplo, se deben
seleccionar para´metros como la precisio´n mediante el valor del Gradiente Conjugado y su
tolerancia y el me´todo de solucio´n del sistema de ecuaciones. De este u´ltimo, se ajusta la
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precisio´n, el nu´mero ma´ximo de iteraciones y el me´todo para calcular el factor de relacio´n.
Finalmente, se ajustan otras opciones deseadas en la simulacio´n, tales como la variacio´n de
para´metros en el modelo, como por ejemplo el deslizamiento o cierta variable de la geometr´ıa
del modelo(CEDRAT, 2010).
En el caso de la seleccio´n del me´todo de solucio´n del sistema, vale la pena resaltar que debido
al avance en los programas de simulacio´n, normalmente no se presta atencio´n a este aspecto,
ya que dependiendo del tipo de problema que se esta´ solucionando el programa selecciona el
me´todo automa´ticamente. Por lo tanto, se resalta que para problemas no-lineales, como es
el caso de los motores de induccio´n, el me´todo utilizado es el de Newton-Raphson (Hameyer
y Belmans, 1999).
Como la solucio´n es de un problema en estado estable, la simulacio´n del motor de induc-
cio´n se efectu´a para valores constantes de deslizamiento. En estos, la frecuencia del rotor es
establecida como sf˙ , donde f es la frecuencia de alimentacio´n. En este tipo de simulacio´n,
debido al ranurado de las la´minas del estator y rotor, el resultado depende de la posicio´n
relativa del estator y rotor que es tomado en cuenta por la simulacio´n. De este modo, otro de
los para´metros de ajuste para la solucio´n de este tipo de problemas de campo es la posicio´n
inicial del rotor. La posicio´n relativa inicial del rotor se calcula con respecto a la posicio´n
usada en el modelo geome´trico, y esta debe ser determinada de tal forma que el par electro-
magne´tico sea igual al valor promedio en un ciclo de la variacio´n del par electromagne´tico
cuando la posicio´n del rotor cambia con respecto al estator (Magsoft-Corporation, 2006).
Con esto, una vez se han ajustado todas las opciones para la solucio´n, se compila el modelo.
Pos-proceso: ana´lisis de los resultados para la determinacio´n de las pe´rdidas en el
modelo del motor de induccio´n
El pos-proceso se puede considerar como uno de los pasos ma´s importantes en el ana´lisis
mediante FEM, ya que es donde se obtienen y analizan los resultados del procesamiento
computacional. Por ende, si no se efectu´a un pos-proceso de forma correcta, los resultados
sera´n erro´neos.
En las ma´quinas electromagne´ticas hay una gran cantidad variables para analizar. Para el
ana´lisis de las pe´rdidas y eficiencia mediante FEM, en el pos-proceso se calculan dos tipos
de pe´rdidas ba´sicamente: las pe´rdidas magne´ticas, tambie´n llamadas pe´rdidas en el hierro y
las pe´rdidas por efecto Joule en los conductores so´lidos y bobinas (Corte´s et al., 2008).
En un ana´lisis de estado estable hay diferentes formas para calcular dichos valores de pe´rdi-
das y eficiencia. Uno es simulando el funcionamiento en vac´ıo de la ma´quina (s ≈ 0)2 para
2En los programas de simulacio´n el deslizamiento se ajusta en un valor pequen˜o, como por ejemplo s =
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calcular las pe´rdidas magne´ticas en los nu´cleos del estator y rotor, esto mediante la me-
dicio´n de la potencia consumida por las fuentes de alimentacio´n del circuito externo. Las
dema´s pe´rdidas se hallan simulando el funcionamiento con rotor bloqueado (s = 1), donde
se analizan las pe´rdidas por efecto joule en el rotor y estator de la ma´quina (Bianchi, 2005;
Magsoft-Corporation, 2006).
Sin embargo, estos valores de pe´rdidas y eficiencia se pueden calcular en una simulacio´n
en estado estable con carga nominal3. Estos ca´lculos del pos-proceso se hacen de diferen-
tes maneras de acuerdo al programa seleccionado. Por ejemplo, el software Flux (Magsoft-
Corporation, 2006, Seccio´n 6,6) presenta un procedimiento para el ca´lculo de los principales
para´metros, pe´rdidas y eficiencia en un motor de induccio´n. Estos pueden ser hallados de
forma directa o indirecta (Ver Ape´ndice C).
3.3. Modelo matema´tico mediante el circuito equivalente
por fase del motor de induccio´n tipo jaula de ardilla
En el ana´lisis de los motores ele´ctricos, solo el ana´lisis mediante el me´todo de los elementos
finitos (FEM) o el ana´lisis por el me´todo extendido de circuito magne´tico (EMCM) son ca-
paces de entregar resultados realistas de la distribucio´n del campo magne´tico en el motor.
Sin embargo, estos me´todos requieren generalmente de un gran procesamiento computacio-
nal y por lo tanto son usados principalmente para el refinamiento del disen˜o, ma´s no en los
algoritmos de disen˜o y optimizacio´n preliminares o directos (HO y FU, 1998). Por consi-
guiente, para el desarrollo de una metodolog´ıa de disen˜o basada en me´todos de optimizacio´n
bio-inspitardos, se requiere de un modelo matema´tico basado en el ana´lisis del modelo del
circuito equivalente por fase del motor de induccio´n. Para esto, a continuacio´n se presentan
las ecuaciones necesarias para la determinacio´n de los para´metros del circuito y el ana´lisis
del comportamiento de la ma´quina a partir de dicho modelo.
A pesar de que una gran cantidad de informacio´n sobre el ca´lculo de los para´metros del
circuito equivalente puede ser encontrada en la literatura, no es fa´cil encontrar una coleccio´n
completa de las ecuaciones requeridas y los algoritmos relacionados (Boglietti et al., 2011a).
Por lo tanto, en esta seccio´n del documento se presenta una importante recopilacio´n de
dichas ecuaciones, las cuales fueron usadas para la construccio´n del modelo y utilizacio´n en
la metodolog´ıa de disen˜o propuesta en esta investigacio´n.
1× 10−6
3para esto se debe simular al deslizamiento nominal y posicio´n relativa del rotor-estator adecuada. Por
lo tanto, el deslizamiento se debe conocer previamente o se puede identificar mediante la simulacio´n de
varios puntos de deslizamiento y el ca´lculo de la potencia de salida
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3.3.1. Dimensiones geome´tricas de las la´minas magne´ticas
Para el desarrollo del modelo anal´ıtico mediante el circuito ele´ctrico equivalente, es necesario
establecer unas variables y para´metros en la geometr´ıa de la la´mina del estator y rotor del
motor que se va a modelar. Se proponen entonces las variables y para´metros que se muestran
en la Figura 3-5 y Figura 3-6, las cuales se explican en la Lista de S´ımbolos del documento
y usan a lo largo de la tesis.
bst
rss2a
rss2b
Figura 3-5.: Geometr´ıa la´minas del nu´cleo del estator
bsrt2
brso
brt1
hrso
Figura 3-6.: Geometr´ıa la´minas del nu´cleo del rotor
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3.3.2. Pasos de ranura y longitud del nu´cleo
De la geometr´ıa de las la´minas del rotor y estator se destacan dos para´metros en particular.
Estos son el paso de ranura del estator y rotor (τs y τr respectivamente). Estos esta´n dados
por las Ecuaciones (3-3) y (3-4).
τs =
πDsi
Ns
(3-3)
τr =
πDro
Nr
(3-4)
Por otro lado, la longitud de los nu´cleos esta´ ligada al espesor de la la´mina ti, el nu´mero
de la´minas apiladas y un factor de apilamiento Ki. Por lo tanto, la longitud en bruto de los
nu´cleos esta´ dada por la Ecuacio´n (3-5) y la longitud neta del nu´cleo por la Ecuacio´n (3-6).
lg = Nu´mero la´minas · ti (3-5)
l = Ki · lg (3-6)
3.3.3. Ana´lisis del circuito magne´tico: Ca´lculo de la corriente de
magnetizacio´n
El circuito magne´tico de un motor de induccio´n esta´ conformado por materiales ferromagne´ti-
cos y espacios de aire llamados entrehierros (Pyrhonen et al., 2009, Cap´ıtulo 3). El estudio
del circuito magne´tico se basa en el ana´lisis de la densidad e intensidad de campo magne´tico
~B, ~H en diferentes partes de la ma´quina, lo cual esta´ gobernado por la ley de Ampere.
As´ı, primero se selecciona una adecuada densidad de campo magne´tico en el entrehierro del
motor Bag y luego se halla la correspondiente intensidad de campo H en diferentes partes
de la ma´quina (Pyrhonen et al., 2009).
Para llegar al ana´lisis del circuito magne´tico y el ca´lculo de la corriente de magnetizacio´n,
primero se debe presentar el factor de Carter Kc, con el cual se toma en cuenta el efecto del
ranurado en la densidad de campo magne´tico en el entrehierro del motor.
Entrehierro y el factor de Carter
Normalmente en un motor de induccio´n, la superficie del estator y el rotor esta´n divididas por
ranuras. Por lo tanto, Bag no es uniforme en el entrehierro, pues esta siempre decrece en las
aberturas de las ranuras, por lo que se torna complicado definir la densidad de flujo magne´ti-
co promedio del paso de ranura entre el estator y el rotor (Pyrhonen et al., 2009, Seccio´n 3.1).
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Para tomar en cuenta este efecto en Bag, se define el principio de Carter, el cual dice que
durante el funcionamiento del motor, en promedio, el entrehierro pareciera ser ma´s largo que
su medida real as´ı, la longitud f´ısica del entrehierro lag aumenta con el factor de Carter Kc
(Pyrhonen et al., 2009, Seccio´n 3.1).
Kc esta´ dado por la Ecuacio´n (3-7), donde Kcs y Kcr corresponden al factor de Carter para el
estator y rotor con ranuras abiertas (Ecuaciones 3-8 y 3-9) (Boglietti et al., 2008b; Pyrhonen
et al., 2009).
Kc ≈ Kcs ·Kcr (3-7)
Kcs =
τs
τs − kbsso (3-8)
Kcr =
τr
τr − kbrso (3-9)
Donde para Kcs
k =
2
π

arctan
(
bsso
2lag
)
− 2lag
bsso
ln
√√√√1 +
(
bsso
2lag
)2 ≈ bsso
5lag + bsso
Y para Kcr
k =
2
π

arctan
(
brso
2lag
)
− 2lag
brso
ln
√√√√1 +
(
brso
2lag
)2 ≈ brso
5lag + brso
Por otra parte, lagKcKs corresponde al entrehierro efectivo, el cual incluye la longitud del
entrehierro con el Factor de Carter (Kc) y el efecto de la saturacio´n del hierro (Factor de
saturacio´n Ks), lo cual incrementa el entrehierro aparente.
Valor de la densidad de flujo magne´tico en el entrehierro del motor
Para el disen˜o de los motores de induccio´n, el valor de Bag se elige como un para´metro de
entrada para el problema. Dependiendo del nu´mero de polos de la ma´quina (2p), los valores
de Bag se encuentra en los siguientes rangos de acuerdo a Boldea y Nasar (2010).
Bag = (0, 5− 0, 75)T para motores de 2p = 2.
Bag = (0, 65− 0, 78)T para motores de 2p = 4.
Bag = (0, 7− 0, 82)T para motores de 2p = 6.
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Bag = (0, 75− 0, 85)T para motores de 2p = 8.
Pyrhonen et al. (2009) indican que la densidad de flujo magne´tico en el entrehierro para mo-
tores asincro´nicos debe ser de (0,7 − 0,9)T , mientras que Nieves y Robles (1995) presentan
una tabla con valores de densidad le flujo magne´tico por nu´mero de polos y potencia de la
ma´quina. Los valores normales esta´n entre (0,58−0,68)T para 2 polos, (0,75−0,819)T para
4 polos y (0,735 − 0,755)T para 6 polos. En todos estos, los motores con mayor potencia
tienen los menores valores de Bag.
En condiciones de saturacio´n magne´tica de los materiales, la forma de onda de la densidad
de flujo magne´tico en el entrehierro producida por la mmf fundamental es distorsionada
(Boglietti et al., 2008b). En estas condiciones, el pico de la densidad de flujo en los dientes
y yugos de las la´minas no dependen de la amplitud de la densidad de flujo en el entrehierro,
sino de un valor menor (aplanamiento de la onda sinusoidal) Bagm.
De acuerdo a Boldea y Nasar (2010), para tener en cuenta el aplanamiento de la densidad
de flujo magne´tico, Bag es remplazado en la industria por el valor real ma´ximo Bagm en un
a´ngulo θ = 30◦/p. Con esto, Bag = Bagm/ cos 30
◦ = 2Bagm/
√
3. Para tomar en cuenta este
efecto, al valor calculado final de la mmf Fm es multiplicado por 2/
√
3 = 1/ cos(30◦).
Ana´lisis del circuito magne´tico
En el circuito magne´tico del motor de induccio´n, el flujo penetra el entrehierro y la seccio´n
de los dientes en dos partes iguales en los yugos del estator y el rotor. Para esto, se puede
considerar la l´ınea de campo magne´tico dibujada en la Figura 3-7.
Debido a la distribucio´n sinusoidal a lo largo de la periferia del motor del mmf y Bag, es
suficiente analizar las componentes de la mmf (valores pico) en el hierro y el entrehierro de
la ma´quina (Boldea y Nasar, 2010, Cap´ıtulo 5):
fmm en los dientes del estator y rotor Fst, Frt.
fmm en el yugo del estator y el roto Fsy, Fry.
fmm en el entrehierro Fag.
El valor total de mmf Fm esta´ dado por la Ecuacio´n (3-10), la cual proviene de aplicar la ley
de Ampere a lo largo de las l´ıneas de flujo (Pyrhonen et al., 2009; Boldea y Nasar, 2010).
2Fm = (2Fag + 2Fst + 2Frt + Fsy + Fry) (3-10)
Donde
2Fag = 2Kclag
Bag
µ0
(3-11)
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Fst
Frt
Fry
Fag
Fsy
Figura 3-7.: Camino del flujo magne´tico. Imagen adaptada de Boldea y Nasar (2010)
2Fst = Hst(2hss) (3-12)
2Frt = Hrt(2(hrs + hrso)) (3-13)
Fsy = lsyavHsyav (3-14)
Fry = lryavHryav (3-15)
Hst(Bst), Hrt(Brt), Hsyav(Bsyav) y Hryav(Brsyav) deben ser determinados de la curva de mag-
netizacio´n B/H de la la´mina magne´tica que se esta´ usando, donde:
Bst =
Bagτs
bst1
(3-16)
Brt =
Bagτr
(brt1 + brt2)/2
(3-17)
Bsyav = Bsy
(
1 + 4 cos(60◦) + cos(30◦)
6
)
(3-18)
Bryav = Bry
(
1 + 4 cos(60◦) + cos(30◦)
6
)
(3-19)
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Hsyav(Bsyav) y Hryav(Brsyav) son calculados a partir del valor medio de tres puntos en el yugo
del estator y rotor: Bs,ry, Bs,ry cos(60
◦) y Bs,ry cos(30
◦), donde:
Bsy =
1
π
πDsi
2p
2Bag√
3hsy
(3-20)
Bry =
1
π
πDsi
2p
2Bag√
3hry
(3-21)
y
lsyav = 0, 88 exp
−0,4B2sy
π(Dso − hsy)
2p
(3-22)
lryav = 0, 88 exp
−0,4B2ry
π(Dri + hry)
2p
(3-23)
De acuerdo a lo expuesto en el apartado anterior, Fm ma´ximo sera´ igual a 2Fm/
√
3.
Coeficientes de saturacio´n de los materiales
El factor de saturacio´n esta´ dado ba´sicamente por la razo´n entre la mmf total y la mmf en el
entrehierro de la ma´quina. A partir del ca´lculo del circuito magne´tico se puede determinar
el factor de saturacio´n total Ks mediante la Ecuacio´n (3-24).
Ks =
Fm
2Fag
= Kst +Ksc − 1 (3-24)
Los factores de saturacio´n en los dientes del estator y rotor Kst y en los yugos de la ma´quina
Ksy esta´n dados en la Ecuacio´n (3-25) y (3-26).
Kst = 1 +
2(Fst + Frt)
2Fag
(3-25)
Ksy = 1 +
Fsy + Fry
2Fag
(3-26)
Como se menciono´ en los apartados anteriores, ante la saturacio´n de las partes magne´ticas
del motor, la onda de flujo magne´tico se ve alterada (aplanada). Este efecto se puede repre-
sentar mediante los factores de forma Kf y aspecto del flujo magne´tico αi. Estos factores
dependen de la saturacio´n de los dientes en el estator Ecuacio´n (3-25) y pueden hallarse a
partir de curvas que se encuentran en la literatura (Boldea y Nasar, 2010, Cap´ıtulo 14)(Pyr-
honen et al., 2009, Cap´ıtulo 7).
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De acuerdo a Pyrhonen et al. (2009), el valor de αi = 0,64 corresponde a una ma´quina no
saturada y puede ser utilizado como para´metro inicial de disen˜o. De igual manera, el mayor
valor teo´rico de αi = 1, sin embargo en la pra´ctica αi no excede el valor de 0,85. Boglietti
et al. (2008b) ofrecen una objetiva explicacio´n del comportamiento de la densidad de campo
magne´tico frente a la saturacio´n de los materiales y algoritmos para el ca´lculo de las mmf.
Corriente de magnetizacio´n
Con el motor funcionando sin carga, la mayor influencia de la ma´quina se presenta en sus
partes magne´ticas. Es as´ı que el mayor porcentaje de la corriente que requiere la ma´quina,
que es conocido como corriente en vacio´ I0, es requerido para la magnetizacio´n de la misma.
Este porcentaje es conocido como corriente de magnetizacio´n Im y esta´ dado a partir de
la ecuacio´n de la amplitud de la mmf total de la ma´quina funcionando sin carga, Ecuacio´n
(3-27).
Fm =
3NtppI0
√
2Kw
πp
(3-27)
Normalmente se supone que durante un funcionamiento sin carga del motor la mayor potencia
corresponde a la necesaria para la magnetizacio´n del motor, Im = I0, por lo que despejando
la Ecuacio´n (3-27), Im esta´ dado por la Ecuacio´n (3-28).
Im =
πp(Fm/2)
3Ntpp
√
2Kw
(3-28)
Este para´metro sera´ de gran importancia al momento de calcular los para´metros del circuito
equivalente de la ma´quina.
3.3.4. Ecuaciones para el disen˜o del bobinado de la ma´quina
En un motor de induccio´n tipo jaula de ardilla las ranuras del estator son ocupadas por con-
ductores ele´ctricos aislados entre s´ı y con el nu´cleo, y conectados entre ellos para constituir
el bobinado. El disen˜o de los bobinados en las ma´quinas polifa´sicas consiste ba´sicamente
en asignar bobinas a las ranuras del estator por cada fase, establecer la direccio´n de las
corrientes en las bobinas mediante la conexio´n entre ellas por fase, y finalmente, calcular el
nu´mero de vueltas en las bobinas y el calibre del conductor (Boldea y Nasar, 2010).
El disen˜o de los diferentes tipos de bobinado es un tema complejo y depende en gran medida
de las caracter´ısticas del motor que se este´ disen˜ando. Para profundizar en el disen˜o de bobi-
nados hay una gran cantidad de bibliograf´ıa (Boldea y Nasar, 2010, Cap´ıtulo 4), (Pyrhonen
et al., 2009, Cap´ıtulo 2),(Langsdorf, 1979, Cap´ıtulo 4). Sin embargo, como se presentara´ en
el Cap´ıtulo 5, las variables correspondientes al bobinado no se consideran como variables de
optimizacio´n, aun cuando el bobinado debe ser re-calculado con cada nueva configuracio´n
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de las dimensiones del nu´cleo. Por ejemplo, Agamloh et al. (2013) y Alberti et al. (2011,
2013) han trabajado en el mejoramiento de la eficiencia del motor aumentando la longitud
del nu´cleo del motor, para lo cual ellos indican la necesidad de un re-ca´lculo del nu´mero de
espiras en la ma´quina.
A continuacio´n se exponen u´nicamente las ecuaciones ba´sicas que representan un bobinado
conce´ntrico, de una sola capa y con conexio´n por polos, el cual es comu´n en motores de baja
potencia:
Cantidad total de bobinas.
Q =
Ns
2
(3-29)
Cantidad de bobinas por fase.
Q′ =
Q
m
(3-30)
Cantidad de bobinas por polo y por fase.
Q′′ =
Q
2pm
(3-31)
Cantidad de ranuras por polo y por fase.
q =
Ns
2pm
(3-32)
Paso polar y paso de ranura.
τ = y =
Ns
2p
(3-33)
Desplazamiento entre fases.
Desplazmiento entre fases = τ
2
3
(3-34)
De forma general, un bobinado por fase esta´ conformado como se muestra en la Figura 3-8.
Para el caso, Ntc es el nu´mero de espiras (vueltas) por bobina
4 y Npc es el nu´mero de caminos
de corriente por fase.
A partir de lo anterior, como cada bobina ocupa dos ranuras (en un esquema de capa senci-
lla), el nu´mero de bobinas en serie por fase por camino de corriente esta´ dado por la Ecuacio´n
(3-35) 5. Con lo anterior, el nu´mero de espiras por fase esta´ dado por la Ecuacio´n (3-36) y
4el nu´mero de conductores en una ranura es igual al producto entre Ntc y Npw, donde Npw es el nu´mero
de conductores en paralelo por cada espira
5En una conexio´n con un solo camino de corriente (Npc = 1) todas las bobinas esta´n conectadas en serie,
el nu´mero de bobinas en serie es igual al nu´mero total de bobinas por fase
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Figura 3-8.: Diagrama unifilar del bobinado por fase de un motor
el nu´mero de espiras por fase por camino de corriente por la Ecuacio´n (3-37). Se debe tener
especial precaucio´n en el momento de calcular la impedancia del bobinado del estator por
fase, puesto que estos para´metros intervienen en este ca´lculo.
Nscp =
Ns
(2mNpc
(3-35)
Ntp = pqNtc =
NsNtc
2m
(3-36)
Ntpp =
pqNtc
Npc
=
NsNtc
2mNpc
(3-37)
Otro de los factores que intervienen en el ca´lculo del bobinado son el factor de relleno Ksf
de las ranuras. Este factor hace relacio´n al porcentaje del a´rea de la ranura que puede ser
ocupado por los conductores de cada bobina. Se deben tener en cuenta los aislamientos de las
ranuras, el taman˜o del motor y el alcance de la te´cnica constructiva usada por los fabricantes.
El factor de bobinado
El factor de bobinado Kw indica la caracter´ıstica del bobinado para producir armo´nicos,
por lo que se debe tomar en cuenta para el ca´lculo de las corrientes de fuga en el bobinado
(Pyrhonen et al., 2009). Lo anterior debido a que el bobinado se encuentra espacialmente
distribuido en las ranuras del estator, por lo que el flujo de campo que atraviesa el bobinado
no cruza todas las bobinas simulta´neamente, pero si con un cierto desfase. Por lo tanto, el
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factor de bobinado se relaciona con la distribucio´n de la densidad de flujo en el entrehierro
de la ma´quina, el cual, cuando se mueve con respecto del bobinado, induce tensiones en los
conductores del mismo.
El factor de bobinado Kw (Ecuacio´n 3-38) depende del nu´mero de ranuras donde se alojan
las bobinas de la fase, la separacio´n de estas ranuras, del paso de bobina, entre otros, y
siempre es menor que 1. Este factor esta´ dado por el producto entre el factor de distribucio´n
Kd (Ecuacio´n 3-39) y el factor de paso o recorte Kq (Ecuacio´n 3-38) (Pyrhonen et al., 2009).
Kw = Kq ·Ky (3-38)
Kd =
sin(π/6)
q sin(π/(6q))
(3-39)
Kq = sin
(
π
2
· y
τ
)
(3-40)
Ca´lculo del nu´mero de espiras del bobinado
Para el ana´lisis del motor mediante el modelo matema´tico por circuito equivalente, se cuenta
con datos iniciales de disen˜o como el nu´mero de ranuras y esquema de bobinado. Ahora, es
necesario calcular el nu´mero de espiras por fase. Este valor se basa en el flujo de campo
magne´tico por polo φm (Corrales Mart´ın, 1982). El flujo de campo magne´tico esta´ dado por
la Ecuacio´n (3-43)
φm = αiτlBag (3-41)
Ahora, la fuerza electromotriz emf en el entrehierro por fase Eag se puede escribir en te´rminos
del flujo de campo magne´tico en el entrehierro φm y el nu´mero de espiras por fase Ntpp.
Despejando el nu´mero de espiras por fase por camino de corriente, este puede ser calculado
mediante la Ecuacio´n (3-42)
Ntpp−prev =
KE(Vn/
√
3)
4KfKwfφm
(3-42)
Con este valor, y a trave´s de la Ecuacio´n (3-43), se halla el nu´mero de conductores por
bobina (espiras en cada ranura), el cual debera´ ser redondeado a un valor entero.
Ntc =
NpcNtpp−prev
pq
(3-43)
Con el valor Ntc se recalculan Nscp, Ntp y Ntpp mediante las Ecuacio´nes (3-35), (3-36) y (3-37)
respectivamente. Adicionalmente, como se vio en el ca´lculo del flujo de campo magne´tico en
el entrehierro, se requiere del valor de la densidad de flujo magne´tico en el entrehierro Bag,
el cual es seleccionado de acuerdo a lo presentado en el Seccio´n 3.3.3. Para esto se utiliza
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la Ecuacio´n (3-44), y este debera´ ser el valor usado para el resto de ca´lculos en el modelo
matema´tico
Bag = Bag
Ntpp−prev
Ntpp
(3-44)
Ca´lculo del calibre de los conductores en el bobinado
El ca´lculo del calibre de los conductores se puede hacer de varias maneras. Muchas de estas
estrategias esta´n basadas en la pra´ctica y son particulares de cada fabricante. Por ejemplo,
a partir de un valor de eficiencia y factor de potencia deseados en el disen˜o se calcula la
corriente nominal del motor In. Con este valor y un valor de densidad de corriente recomen-
dada se calcula el a´rea de los conductores. A partir de ello se elige el calibre de los mismos.
Sin embargo, para efectos del modelo propuesto, donde se cuenta con una geometr´ıa esta-
blecida, y a partir del ana´lisis teo´rico y el ca´lculo de los para´metros del circuito equivalente
se hallan las variables de funcionamiento como la corriente, eficiencia y factor de potencia,
se propone la siguiente forma para el ca´lculo del calibre de los motores.
Primero se debe tener el a´rea de la ranura Sss, el nu´mero de espiras por bobina Ntc y un
factor de relleno Ksf que contemple los aislamientos y tapa de la ranura, as´ı como las te´cnicas
de fabricacio´n convencionales o disponibles. Para el ca´lculo del a´rea de la ranura del estator,
se puede utilizar la Ecuacio´n (3-45) para el caso de la geometr´ıa presentada en la Figura 3-5.
Sss =
π
4
b2ss1
2
+
(bss1 + bss2) · (hss − bss1/2− rss2a − rss2b − hsso)
2
(3-45)
Ahora, el factor de relleno se puede definir como el porcentaje de la ranura que puede ser
ocupado por los conductores y aislamientos de tal forma que sea constructivamente viable.
Este factor puede ser considerado de varias formas. Para este caso, y basados en la pra´cti-
ca, el factor de relleno Ksf debe estar entre el 50% y 56% del a´rea de la ranura, ya que
se considera el porcentaje restante como espacio necesario para el material diele´ctrico y la
organizacio´n de los conductores.
Con estos dos para´metros se eligen los conductores cuya a´rea de seccio´n trasversal equiva-
lente ocupe el porcentaje del factor de relleno para el a´rea de la ranura del estator. Para
esto, se pueden utilizar dos, tres o ma´s conductores del mismo calibre o calibres diferentes
conectados en paralelo (Npw nu´mero de conductores en paralelo por espira). Normalmente
se elige la mejor configuracio´n entre conductores de calibre 15AWG a 29AWG, lo cual debe
ser consistente con el taman˜o constructivo del motor, siendo los calibres entre 18AWG a
23AWG los ma´s usados en motores con potencias entre 3.0kW y 7.5kW.
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Con este ca´lculo se halla el a´rea equivalente de los conductores Scu, el cual esta´ dado por la
Ecuacio´n (3-46).
Scu =
Npw∑
i=1
π
4
d2wi (3-46)
3.3.5. Ca´lculo de las resistencias en las bobinas del estator y la jaula
de ardilla en el rotor
En los motores tipo jaula de ardilla, las resistencias esta´n dadas por el tipo de material
usado, y en el caso del estator por el disen˜o del bobinado y en el rotor por la geometr´ıa de
las ranuras y anillos de corto circuito.
Ca´lculo de la resistencia de las bobinas del estator
Para el ca´lculo de la resistencia de las bobinas del estator por fase se utilizo´ como referencia
las ecuaciones presentadas por Boglietti et al. (2008a, 2011a), Boldea y Nasar (2010) y
CEDRAT (2010). La resistencia esta´ dada en la Ecuacio´n (3-47).
Rs = ρcu
Ntppltw
Scu
KR (3-47)
Donde Scu es el a´rea equivalente de los conductores usados para conformar cada espira. Esta
seccio´n transversal esta´ dada en la Ecuacio´n (3-46).
Por su parte, ltw es la longitud media por espira y esta´ compuesta por la suma de dos
contribuciones: La parte de la espira embebida en la ranura (l) y la correspondiente a la
cabeza de bobina que sobresale del nu´cleo (lew)(Boglietti et al., 2011a). Estas se presentan
en las Ecuaciones (3-48) a (3-50) y la geometr´ıa se puede observar en la Figura 3-9.
ltw = 2(l + lew) (3-48)
lew = Kewτew (3-49)
τew =
π
2p
(Dsi + hss) (3-50)
Kew es el coeficiente de forma de las cabezas de bobina. De acuerdo a Boglietti et al. (2008a,
2011a), este valor es cercano a π/2 para arrollamientos de alambre. El valor de la longitud
de las cabezas lew var´ıa entre autores. Por ejemplo, Nieves y Robles (1995) considera que
la longitud media de los alambres en las cabezas de bobina es 1.8 veces el paso polar τ
calculada en el dia´metro interior del estator (Dsi). Por su parte, CEDRAT (2010) considera
para el ca´lculo de τew el punto de medicio´n en la parte superior de la ranura. Boglietti et al.
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l Ki
lewτew
(D +h )/2si ss
Longitud media
hss
Figura 3-9.: Determinacio´n de la longitud media de una vuelta de bobina. Imagen adaptada
de Boglietti et al. (2011a)
(2011a) incluyen en el ca´lculo de τew una componente relacionada con la reduccio´n de paso
del bobinado expresado en nu´mero de ranuras. Sin embargo, esta reduccio´n no aplica para el
tipo de bobinado propuesto. Finalmente, basados en las mediciones de resistencia efectuadas
en laboratorio 6, se determino´ que un coeficiente Kew = 1,1 daba un mejor resultado en el
ca´lculo anal´ıtico para este tipo de ma´quinas.
Para el ca´lculo de la resistencia en las cabezas de bobina se puede utilizar la Ecuacio´n (3-51),
en la cual se remplaza la longitud total de la espira por la longitud media de la cabeza de
bobina.
Rew = ρcu
Ntpplew
Scu
KR (3-51)
Finalmente, para un funcionamiento a 60Hz, el taman˜o del conductor es pequen˜o con respecto
a la penetracio´n del campo δ, el cual esta´ dado por la Ecuacio´n (3-52).
δ =
√
ρ
µ0πf
(3-52)
En otras palabras, el efecto skin en los conductores del estator es despreciable. Por lo tanto,
la resistencia de los conductores AC y DC es igual y el factor KR = 1(Boldea y Nasar, 2010).
Ca´lculo de la resistencia de la jaula de ardilla
Para el ca´lculo de la resistencia de la jaula de ardilla se asume que el nu´mero de fases en el
rotor es igual al nu´mero de barras Nr del mismo, y por lo tanto la resistencia por fase de la
6Como parte de la componente experimental del trabajo, se efectuaron 54 ensayos de eficiencia en distin-
tas ma´quinas. En cada caso se hizo la medicio´n de resistencia DC a temperatura ambiente mediante
micro´metro, el cual esta´ basado en mediciones con el me´todo de equilibrio del puente de Wheatstone
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jaula es referida a una barra y a dos sectores adyacentes del anillo (Ver Figura 3-10). As´ı,
de acuerdo a Boglietti et al. (2008a, 2011a) y a Boldea y Nasar (2010), la resistencia de la
barra Rb y el anillo de corto circuito Rer esta´n dadas por las Ecuaciones (3-53) y (3-54).
Rew
Rew
Rb
Figura 3-10.: Determinacio´n de la resistencia en el rotor. Imagen adaptada de Boglietti
et al. (2008a)
Rb = ρal
lb
Sb
(3-53)
Rer = ρal
ler
Ser
(3-54)
De estas, la longitud de las barras lb corresponde a la longitud neta del nu´cleo por el factor
de apilamiento l (Ecuacio´n 3-6) y la seccio´n transversal de la barra Sb corresponde al a´rea de
las ranuras del rotor Srs. En el caso particular de la geometr´ıa presentada en la Figura 3-6,
el a´rea de la ranura esta´ dada por la suma del a´rea de dos semicircunferencias y un trapecio
(Ecuacio´n 3-55).
Srs = Sb =
π
4
b2rs1 + b
2
rs2
2
+
(brs1 + brs2) · (hrs − brs1/2− brs2/2)
2
(3-55)
En el caso de la resistencia del anillo de corto circuito (Ecuacio´n 3-54), esta tiene la mayor
influencia en el funcionamiento del motor durante la operacio´n bajo carga (Hameyer y Bel-
mans, 1999). Esto a pesar de que la resistencia del anillo de corto es mucho menor que la
resistencia de las barras (ma´s o menos el 1% de la resistencia de la barra). La influencia de
este valor de resistencia fue comprobado durante el proceso de ajuste entre los resultados
de ensayo y de simulacio´n, donde se identifico´ la importancia de calcular correctamente este
para´metro del modelo. Por tal razo´n, su ca´lculo se hizo de acuerdo a las formulaciones hechas
por Corte´s et al. (2008); Boldea y Nasar (2010); Hameyer y Belmans (1999); Boglietti et al.
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(2008a, 2011a) donde ler corresponde a la longitud calculada en el punto medio del anillo de
corto circuito (Dero +Deri) /2 y en 1/Nr sectores del anillo (Ecuacio´n 3-56). Ser es la seccio´n
transversal del anillo de corto con una geometr´ıa aproximada a un paralelep´ıpedo de lados
ter, es decir (Dero −Deri) /2 (Ecuacio´n 3-57). Esto se puede observar en la Figura 3-11:
Lámina magnética
Anillo
DeriDero
tew
(D -D )/2ero eri
Figura 3-11.: Determinacio´n de la resistencia en el anillo de corto circuito de la jaula de
ardilla. Imagen adaptada de CEDRAT (2010)
ler =
π (Dero +Deri)
2Nr
(3-56)
Ser =
ter (Dero −Deri)
2
(3-57)
As´ı, la Ecuacio´n (3-54) queda convertida en (3-58):
Rer =
πρal (Dero +Deri)
Nrter (Dero −Deri) (3-58)
Con las Ecuaciones (3-53) y (3-58) se puede calcular la resistencia por barra (por fase)
equivalente de la jaula de ardilla, la cual se obtiene a partir de las pe´rdidas totales por efecto
joule de la misma Ecuacio´n (3-59) (Boglietti et al., 2011a).
Rr = Rb +
Rer
2 sin2
(
πp
Nr
) (3-59)
Correccio´n de las resistencias por temperatura
Durante el funcionamiento del motor el calor es irradiado hacia el ambiente a trave´s de las
diferentes piezas de las ma´quinas, afectando las propiedades ele´ctricas, magne´ticas y aislan-
tes segu´n sea el tipo de material.
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Debido a esto, para el ana´lisis del motor mediante el modelo por circuito equivalente se
debe tomar en cuenta el efecto te´rmico en los conductores. Es as´ı que en el ca´lculo de las
resistencias en las bobinas del estator Rs y la jaula de ardilla del rotor Rr se debe efectuar
una correccio´n por temperatura.
As´ı, la relacio´n entre la variacio´n de la conductividad y el cambio de temperatura esta´ dado
por el Factor de temperatura 1/Kα. A partir de esto, la conductividad ρ de un material
considerando cambios de temperatura (∆Temp) estara´ dada por la Ecuacio´n (3-76).
ρ = ρ0 ·
(
1 +
1
Kα
∆Temp
)
(3-60)
Para una temperatura de referencia de 20◦C, Kα = 256 para el cobre y el aluminio. Por
ejemplo, si la conductividad del cobre a 20C◦ es de ρcu = 1,724× 10−8[Ω ·m], el valor de la
conductividad del cobre a 100C◦ es ρcu = (1 + (100− 20)/256).
Esta correccio´n se debe aplicar en las Ecuaciones (3-47), (3-51), (3-53), (3-54) y (3-58).
El valor de temperatura para el ana´lisis puede ser tomado de medidas hechas de forma
experimental sobre un motor real o puede ser fijado de acuerdo a un valor deseado o al que
se espera se estabilice te´rmicamente el motor.
3.3.6. Ca´lculo de las inductancias de dispersio´n en las bobinas del
estator y la jaula de ardilla en el rotor
Las reactancias pueden ser evaluadas a partir del campo magne´tico almacenado, ya que
cualquier campo magne´tico dentro del motor es caracterizado por su energ´ıa magne´tica al-
macenada (LiI
2
i /2). En este caso, cuando en el interior del motor el campo magne´tico es
producido por una sola fuente de corriente, la inductancia traslada los efectos del campo
dentro de los elementos del circuito. En este sentido, adema´s de la energ´ıa magne´tica rela-
cionada con el campo de magnetizacio´n, hay l´ıneas de campo que encierran solamente las
bobinas del estator o la jaula del rotor. Estas son caracterizadas por inductancias equivalen-
tes llamadas inductancias de dispersio´n Lsl y Lrl (Boldea y Nasar, 2010) y hacen parte de
la impedancia caracter´ıstica en estas partes activas del motor.
En un motor con una sola fase bobinada, el flujo magne´tico total puede ser considerado como
la adicio´n de dos contribuciones (Boglietti et al., 2011a):
El flujo principal debido a las l´ıneas de campo magne´tico que cruzan el entrehierro.
Este flujo es producido simulta´neamente por las corrientes en el estator y el rotor.
Flujos locales debidos a las l´ıneas que atraviesan cerca a los conductores en las ranuras
y los dos dientes adyacentes, y las l´ıneas de campo alrededor de las cabezas de bobina.
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Por otro lado, el flujo total ser´ıa igual a la suma del flujo u´til y el flujo de dispersio´n, que
hace referencia a las l´ıneas de flujo que no contribuyen en la conversio´n de energ´ıa. En este
sentido, el flujo de dispersio´n total ser´ıa igual al flujo de dispersio´n en el entrehierro (que es
igual al flujo principal menos el flujo u´til) ma´s la suma de flujos locales.
Debido a que la velocidad real del motor es impuesta en su mayor´ıa por el flujo del primer
armo´nico, convencionalmente se considera solamente la componente fundamental del flujo
como u´til en el proceso de conversio´n electromeca´nica de energ´ıa (Boldea y Nasar, 2010).
En las siguientes partes se presentan las ecuaciones que permiten calcular estos valores en
el motor de induccio´n. La distribucio´n del flujo de dispersio´n depende notablemente de la
geometr´ıa de la ranura y en menor medida de la saturacio´n de los dientes y el yugo del motor.
A continuacio´n se considera un primer caso en el que se aproxima la geometr´ıa de ranura
a una rectangular (Figura 3-12), y posteriormente se presentara´n las ecuaciones usadas en
la geometr´ıa de ranura mostrada en la Figura 3-5 y Figura 3-6. Los dos casos se presentan
para un bobinado de una sola capa.
Ca´lculo de las inductancias de dispersio´n en el estator
La inductancia de dispersio´n equivalente en el estator Lsl esta´ dada por la suma entre la
inductancia de dispersio´n en las ranuras del estator Lssl, las cabezas de bobina Lewl y dife-
rencial Lsdl.
La inductancia de dispersio´n en la ranura del estator esta´ dada por la Ecuacio´n (3-61) (Boldea
y Nasar, 2010; Boglietti et al., 2011a). Comu´nmente se aproxima la geometr´ıa de las ranuras
a una rectangular (Figura 3-12), esto para el ca´lculo de la permeabilidad geome´trica de la
ranura λs.
Figura 3-12.: Geometr´ıa reducida a rectangular de la ranura del estator y del rotor
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Lssl = µ0N
2
tclλs (3-61)
Donde λs es conocido como la permeabilidad geome´trica de ranura y esta´ dada por la Ecua-
cio´n (3-62).
λs =
[
(hss − hsso)
3bss2
+
hsso
bsso
]
(3-62)
La permeabilidad geome´trica de ranura depende de la forma de la misma. La ecuacio´n (3-62)
es va´lida para una geometr´ıa rectangular (aproximacio´n de la geometr´ıa).
Para una geometr´ıa de ranura curva, los autores presentan diferentes aproximaciones para
la permeabilidad geome´trica λs (Pyrhonen et al., 2009, Cap´ıtulo 4);(Boldea y Nasar, 2010,
Cap´ıtulo 6). La permeabilidad geome´trica para una geometr´ıa como la mostrada en la Fi-
gura 3-5 se presenta en la Ecuacio´n (3-63), la cual fue tomada de (Boldea y Nasar, 2010,
Seccio´n 6.5).
λs =
2
3
(hss − rss1 − rss2a − rss2b − hsso)
(bss1 + bss2)K1
+
hsso/bsso + (rss2a + rss2b)
(bss2 − bsso/(2bss2) + 0,785)K2 (3-63)
Donde
K1 = 1/4 + 3/4K2
K2 =
3(2− y/τ) + 1
4
Por otra parte, la ma´quina tiene Ns ranuras en el estator y Ns/m de ellas se encuentran por
fase. Por lo tanto, la inductancia de dispersio´n por fase Lsl esta´ dada por la Ecuacio´n (3-64)
(Pyrhonen et al., 2009).
Lsl =
Ns
m
Lssl =
4m
Ns
µ0lN
2
tppλs (3-64)
En la Ecuacio´n (3-64) no se esta´ considerando el efecto de la inductancia de dispersio´n en las
cabezas de bobina Lewl. La inductancia de dispersio´n en las cabezas de bobina esta´ dada por
la Ecuacio´n (3-61), donde se remplaza λs por la permeabilidad geome´trica de las cabezas de
bobina λew, la cual depende del tipo de bobinado. Esta se expresa en las Ecuaciones (3-65)
y (3-66) (Boldea y Nasar, 2010).
Bobinado de capa sencilla, conce´ntrico y conexio´n por polos consecuentes:
λew = 0, 67
q
l
(lew − 0, 64τew) (3-65)
Bobinado de capa sencilla, conce´ntrico y conexio´n por polos:
λew = 0, 47
q
l
(lew − 0, 64τew) (3-66)
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Donde lew esta´ dado por la Ecuacio´n (3-49).
La inductancia de dispersio´n diferencial Lsdl es una componente de la inductancia de dis-
persio´n en el estator y el rotor, la cual esta´ ligada a las corrientes que pueden producir
armo´nicos de densidad de flujo espacial en el entrehierro. Esta, en algunos casos, es incluida
en el ca´lculo de la inductancia de dispersio´n, para lo cual se puede usar la Ecuacio´n (3-61),
donde la permeabilidad geome´trica corresponde a λsd dada en la Ecuacio´n (3-67).
λsd =
0,9τsq
2K2wCsγsd
KclagKs
(3-67)
Donde
Cs = 1− 0,033
b2sso
lagτs
γsd = (0,11 sin(δ) + 0,28)× 10(−2) Para q = 8
γsd = (0,11 sin(δ) + 0,41)× 10(−2) Para q = 6
γsd = (0,14 sin(δ) + 0,76)× 10(−2) Para q = 4
γsd = (0,18 sin(δ) + 1,24)× 10(−2) Para q = 3
γsd = (0,25 sin(δ) + 2,6)× 10(−2) Para q = 2
δ = π(6y/τ − 5,5)
Con esto, la Ecuacio´n (3-64) queda transformada en la Ecuacio´n (3-68).
Lsl =
Ns
m
[Lssl + Lewl + Lsdl] =
4m
Ns
µ0lN
2
tpp [λs + λew + λed] (3-68)
Ca´lculo de la inductancia de dispersio´n en el rotor
La inductancia de dispersio´n equivalente en el rotor Lrl esta´ dada por la suma de la induc-
tancia de dispersio´n en las barras (ranuras) Lbl, el anillo de corto circuito Lerl y diferencial
Lrdl. Para el ca´lculo de Lbl y Lerl se usa la Ecuacio´n (3-61) para una ranura con Ntc = 1.
Por lo tanto:
Lbl = µ0lλb (3-69)
Lerl = µ0lλer2 sin(pπ/Nr)
2 (3-70)
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Lrdl = µ0lλrd (3-71)
λb es la permeabilidad geome´trica de ranura, la cual para una ranura rectangular y abierta
corresponde a la Ecuacio´n (3-62) (Figura 3-12); esta ecuacio´n aplica u´nicamente para una
geometr´ıa rectangular. Para el caso de una geometr´ıa de ranura circular como la presen-
tada en la Figura 3-6, la permeabilidad geome´trica se puede calcular con las ecuaciones
presentadas por (Boldea y Nasar, 2010, Cap´ıtulo 6):
λb = 0, 66 +
2(hrs − rrs1 − rrs2)
3(brs1 + brs2) + hrso/brso
(3-72)
λer es la permeabilidad geome´trica del segmento de anillo de corto circuito, la cual esta´ dada
por la Ecuacio´n (3-73) si el anillo de corto circuito se encuentra adjunto al nu´cleo del rotor.
λer =
2, 3 · (Dero +Deri)
2 · 4Nrl sin2
(
πp
Nr
) · log(4, 7 (Dero +Deri)
2 (ter + 2 (Dero −Deri) /2)
)
(3-73)
λrd es la permeabilidad geome´trica diferencial:
λrd =
0,9τrγrd
(Kc · lag)(Nr/(6p))2 (3-74)
Donde
γrd = 9(6p/(Nr))
2 × 10(−2)
Con esto, la inductancia de dispersio´n en la jaula de ardilla esta´ dada por la Ecuacio´n (3-75).
Lrl = µ0l (λb + λer + λrd) (3-75)
3.3.7. Efecto skin en los para´metros de la jaula de ardilla del rotor
La principal caracter´ıstica de los motores asincro´nicos es que la velocidad de giro del rotor
es menor a la velocidad de giro del campo magne´tico producido en su interior. Esta u´ltima
es denominada velocidad sincro´nica del motor nsyn (Ecuacio´n 3-76). La diferencia entre la
velocidad de giro del campo magne´tico y la velocidad de giro del rotor n es denominado el
deslizamiento s de la ma´quina (Ecuacio´n 3-77).
nsyn =
f
p
[rps] =
60f
p
[rpm] (3-76)
s =
nsyn − n
nsyn
(3-77)
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Ahora, en las barras y anillos de corto circuito de la jaula de ardilla del rotor hay corrientes
AC inducidas. Por lo tanto, la distribucio´n de corriente en las barras no es uniforme y depende
esencialmente de la frecuencia del rotor. Esta frecuencia es proporcional al deslizamiento del
motor fr = s · f (Boldea y Nasar, 2010). Este feno´meno se traduce en un incremento en la
resistencia equivalente en las barras de la jaula de ardilla (Ecuacio´n 3-53) y una reduccio´n en
la reactancia equivalente en las barras del mismo (Ecuacio´n 3-69) (Boglietti et al., 2008b). En
general, el efecto Skin en los anillo de corto circuito del rotor es despreciable (Boldea y Nasar,
2010; Boglietti et al., 2011a). De forma global, la variacio´n en los para´metros de las barras
por el efecto Skin son tomadas en cuenta a trave´s de dos coeficientes de proporcio´n: KR > 1
para la resistencia (Ecuaciones 3-78 a 3-80) y KL < 1 para la inductancia (Ecuaciones 3-75)
(Boglietti et al., 2008b). Aproximando la geometr´ıa de la ranura del rotor a una rectangular,
se tienen las siguientes ecuaciones para los coeficientes (Liwschitz-Garik, 1955; Boldea y
Nasar, 2010).
KR = ξ
(sinh 2ξ + sin 2ξ)
(cosh 2ξ − cos 2ξ) =
Rac
Rdc
(3-78)
KL =
3
2ξ
(sinh 2ξ + sin 2ξ)
(cosh 2ξ − cos 2ξ) =
(Lsl)ac
(Lsl)dc
(3-79)
ξ = hrs
√
sπµ0f
ρal
brs2
brso
(3-80)
3.3.8. Reduccio´n de los para´metros del rotor al estator para el
modelo circuital
Para reducir los para´metros del rotor al estator, y con esto hacer los respectivos ca´lculos de
funcionamiento en la ma´quina, se puede recurrir a las Ecuaciones (3-81) y (3-82)(Boldea y
Nasar, 2010). Con estas, la resistencia e inductancia equivalente del rotor son:
R′r = Rr
4mK2wN
2
tpp
Nr
(3-81)
L′r = Lrl
4mK2wN
2
tpp
Nr
(3-82)
3.3.9. Determinacio´n de la impedancia de la rama de magnetizacio´n
en el modelo circuital
La impedancia de la rama de magnetizacio´n modela el comportamiento del circuito magne´ti-
co del motor. Para determinar la curva de magnetizacio´n del motor y la inductancia, se con-
3 Modelo del motor de induccio´n tipo Jaula de Ardilla 49
sidera el funcionamiento sin carga de la ma´quina. En este, el deslizamiento de la ma´quina s
es cercano a cero. As´ı, la onda de la mmf gira casi a la misma velocidad del rotor, por lo
que no se presenta un emf inducida en las barras del rotor considerable. Por otra parte, los
armo´nicos presentes en la onda de lammf producen algunas pe´rdidas en el nu´cleo del rotor y
los devanados. Estas pe´rdidas no influyen notablemente en la densidad de flujo fundamental
en el entrehierro y por lo tanto para esta investigacio´n estos efectos de los armo´nicos son
despreciados (Boldea y Nasar, 2010).
La curva ba´sica de magnetizacio´n (Fag(Bag) o I0(Bag) o I0/In(Bag)) es muy importante en
el disen˜o de un motor de induccio´n e influye notablemente en el factor de potencia y las
pe´rdidas en el nu´cleo.
Ca´lculo de la inductancia de magnetizacio´n
El bobinado, las dimensiones del circuito magne´tico y los materiales seleccionados, determi-
nan la inductancia ma´s importante de la ma´quina que es la inductancia de magnetizacio´n
(Pyrhonen et al., 2009). Para su ca´lculo, se considera una densidad de flujo en el entrehierro
sinusoidal y en un punto de funcionamiento sin carga (Corrientes en el rotor cercanas a cero).
Con esto, la inductancia de magnetizacio´n por una fase, cuando todas las dema´s fases en el
estator y rotor esta´n abiertas, esta´ dada por la Ecuacio´n (3-83).
Lmph =
4µ0 (Ntpp ·Kw)2
π2
l · τs
plagKcKs
(3-83)
En un motor polifa´sico, todas las fases del bobinado contribuyen al flujo. La inductancia
de magnetizacio´n de m fases puede ser calculada multiplicando la inductancia por fase por
m/2 (Pyrhonen et al., 2009). Con esto, para un motor trifa´sico, la Ecuacio´n (3-83) queda
transformada en la Ecuacio´n (3-84):
Lm =
6µ0 (Ntpp ·Kw)2
π2
l · τs
plagKcKs
(3-84)
De igual manera, la reactancia de magnetizacio´n con el motor funcionando sin carga se puede
hallar mediante la corriente de magnetizacio´n calculada en la Ecuacio´n (3-28). A partir de
esta corriente y la tensio´n de alimentacio´n, la inductancia de magnetizacio´n se puede calcular
mediante la Ecuacio´n (3-85):
Xm =
√√√√( Vn√
3Im
)2
− R2s −Xsl (3-85)
Donde Xsl es la reactancia de dispersio´n en el estator Xsl = ωLsl
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Ca´lculo de la resistencia en la rama de magnetizacio´n
La resistencia de magnetizacio´n Rm puede ser calculada mediante la Ecuacio´n (3-86):
Rm =
3X2mI
2
m
Pi
(3-86)
Sin embargo, esta puede ser despreciada del modelo circuital, considerando que en el funcio-
namiento sin carga la reactancia de magnetizacio´n predomina en el comportamiento de la
ma´quina.
3.3.10. Circuito equivalente y funcionamiento del motor en estado
estable
En un motor de induccio´n tipo jaula de ardilla, alimentado por una fuente trifa´sica AC
balanceada, se producen corrientes por cada una de las fases, las cuales a su vez producen
un campo magne´tico viajante en el entrehierro. Este campo variante en el tiempo, produce
fuerzas electromotrices (emf) tanto en el estator como en el rotor. Un motor con bobinado
y jaula sime´tricas, puede ser simulado de forma anal´ıtica mediante un modelo circuital por
fase (Figura 3-13).
Rs j L jXω sl= sl Rr’
Rr’ (1-s)
s
Rm j L jXω m= m
j L jXω rl= rl’ ’
Vph
Is Im Ir
Figura 3-13.: Circuito equivalente en estado estable del motor de induccio´n
En los apartados anteriores se han presentado las ecuaciones necesarias para el ca´lculo de los
para´metros de este circuito. En el presente numeral, se presentara´n las ecuaciones mediante
las cuales se puede analizar el funcionamiento, pe´rdidas y eficiencia del motor a partir del
modelo.
En el modelo circuital se adiciona una resistencia virtual que depende del deslizamiento s
(Ecuacio´n 3-87), el cual modela el comportamiento del motor frente a la carga meca´nica
acoplada a e´l.
R′c = R
′
r
1− s
s
(3-87)
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Ca´lculo de la corriente por fase en el motor
Se calculan las impedancias del circuito equivalente:
Z¯1 = Rs + iXsl (3-88)
Z¯2 = R
′
r +R
′
c + iX
′
r (3-89)
Z¯m =
Rm · iXm
Rm + iXm
(3-90)
Z¯eq = Z¯1 +
Z¯2 · Z¯m
Z¯2 + Z¯m
(3-91)
A partir de las impedancias del circuito equivalente, se calcula la corriente fasorial por fase
del motor.
I¯n =
V¯n√
3Z¯eq
(3-92)
Ca´lculo del factor de potencia en el motor
El factor de potencia en la ma´quina, puede ser calculado para un valor de eficiencia deseado
mediante la Ecuacio´n (3-93).
cosφ =
Pn√
3VnInηn
(3-93)
Sin embargo, este valor del factor de potencia, puede ser usado solamente en ca´lculos pre-
liminares, ya que debera´ ser re-calculado una vez se tenga el valor real de eficiencia en la
ma´quina. Es por esto que el factor de potencia se puede calcular mediante el desfase entre
la corriente y la tensio´n de fase en la ma´quina:
cos φ = cos
(
tan−1
(
I¯ ′n
))
(3-94)
Ca´lculo de la potencia de entrada del motor
A partir del circuito equivalente, la corriente nominal y el factor de potencia calculados, se
puede determinar el valor de la potencia de entrada al motor:
Pin =
√
3VnIn cosφn (3-95)
Determinacio´n de las pe´rdidas en el motor ele´ctrico
Basados en las componentes de pe´rdidas descritas en la Seccio´n 3.1, estas se pueden hallar
de forma anal´ıtica de acuerdo a la siguientes ecuaciones:
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Pe´rdidas por efecto Joule en el bobinado del estator:
Psjl = 3I
2
sRs (3-96)
Donde la corriente del estator por fase Is = In, esta´ dado por la Ecuacio´n (3-92).
Las pe´rdidas magne´ticas en los materiales ferromagne´ticos son de gran importancia en la
eficiencia energe´tica del motor de induccio´n (Boldea y Nasar, 2010). Tradicionalmente las
pe´rdidas en el nu´cleo se dividen en dos componentes: pe´rdidas por histe´resis y pe´rdidas por
corrientes de Eddy en los dientes y en el nu´cleo del estator y rotor. Las pe´rdidas fundamen-
tales en el nu´cleo se pueden calcular mediante la Ecuacio´n (3-97).
Pil = ph
(
f
60
)1,3 
(
Bst
1,5
)1,7
Msit +
(
Bsy
1,5
)1,7
Msiy

+ · · ·
· · ·+ pe
(
f
60
)2 (Bst
1,5
)2
Msit +
(
Bsy
1,5
)2
Msiy

 (3-97)
Donde, ph y pe son las pe´rdidas espec´ıficas [W/kg] por histe´resis y corrientes de Eddy del
material a 60Hz y 1.5 Teslas. Mientras que las densidades de flujo magne´tico en los dientes
(Bst) y el yugo del motor (Bsy) esta´n dados por las Ecuaciones (3-16) y (3-18). Las ecuaciones
para el ca´lculo de la masa del yugo y los dientes (Msit yMsiy)se presentara´n en el Cap´ıtulo 5.
Las pe´rdidas por efecto Joule en la jaula de ardilla en el rotor Prjl esta´n compuestas por las
pe´rdidas en las barras y el anillo de la jaula:
Prjl = Pbjl + Perjl (3-98)
Pbjl = NrI
2
rbRb (3-99)
Perjl = NrI
2
erRer (3-100)
Donde
Irb = (0, 8Cosφn + 0, 2)
2mNtppKw
Nr
In (3-101)
Ier =
Irb
2 sin
pπ
Nr
(3-102)
Sin embargo, a partir del ana´lisis del circuito equivalente, una forma alternativa del calcular
las pe´rdidas en el rotor es:
Prjl = s(Pin − Psjl − Pil) (3-103)
3 Modelo del motor de induccio´n tipo Jaula de Ardilla 53
Las pe´rdidas meca´nicas por friccio´n y ventilacio´n Pmec, de acuerdo a (Sakthivel et al.,
2010e,f,d), pueden ser calculadas como:
Pmecl = 661D
3
sil
(
f 2
p
)
(3-104)
Boldea y Nasar (2010) establece que las pe´rdidas meca´nicas pueden aproximarse dependien-
do de la cantidad de polos de la ma´quina: Pmecl = 0,03Pn para p = 1, Pmecl = 0,012Pn para
p = 2 y Pmecl = 0,008Pn para p = 3 y p = 4.
Las pe´rdidas adicionales en carga Psll esta´n dadas como un porcentaje de las potencia de
salida basado en datos experimentales en el motor. As´ı, de acuerdo a (Sakthivel et al.,
2010e,f,d), estas se aproximan por la Ecuacio´n (3-105).
Psll =
0,005Pin
η
(3-105)
Por su parte, IEC60034-2-1 (2007) considera una curva para calcular este porcentaje de
pe´rdidas de acuerdo a la potencia del motor (Ecuacio´n 3-106)y Boldea y Nasar (2010) es-
tablece un valor esta´ndar para las pe´rdidas adicionales en carga como el 1% de la potencia
nominal (de salida) del motor.
Psll = Pin(0,025− 0,005 log 10(Pn/1× 103)) (3-106)
Determinacio´n de la eficiencia en el motor ele´ctrico
Como se preciso´ en la Seccio´n 3.1, la eficiencia esta´ relacionada con la potencia de entrada,
salida y perdida en el proceso de transformacio´n de energ´ıa. Por lo tanto, la potencia de salida
corresponde a la potencia nominal del motor deseada y las pe´rdidas totales se calculan como
la sumatoria de las pe´rdidas halladas de manera segregada (Ecuacio´n 3-107). Con esto, la
eficiencia puede ser calculada mediante la Ecuacio´n (3-109).
Ploss = Psjl + Pil + Prjl + Psll + Pmecl (3-107)
Pout = Pin − Ploss (3-108)
η =
Pout
Pin
100% (3-109)
Las pe´rdidas meca´nicas y adicionales en carga se calculan a partir de factores tomados de
la experiencia. Por ejemplo, las pe´rdidas adicionales en carga esta´n conformadas por un
conjunto de pe´rdidas debidas en parte al efecto de los armo´nicos en piezas como la carcasa
y eje del motor, pero tambie´n agrupan un porcentaje de pe´rdidas debido a los errores en
las mediciones de potencia hechas en los ensayos para la determinacio´n de eficiencia. Por
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esta razo´n, en un ana´lisis mediante un modelo matema´tico (FEM y circuito equivalente), las
pe´rdidas adicionales en carga normalmente pueden ser despreciadas en el balance de potencia.
De igual manera, tal como en el modelo por FEM (Seccio´n 3.2), las pe´rdidas meca´nicas
pueden ser despreciadas para el ana´lisis. Por tal razo´n, para este ana´lisis la potencia se puede
calcular mediante la razo´n de la potencia meca´nica interna de la ma´quina y la potencia de
entrada. Ecuacio´n (3-110).
η =
Pin − Psjl + Pil + Prjl
Pin
100% (3-110)
Ana´lisis del funcionamiento de la ma´quina
A partir del ana´lisis del circuito equivalente se pueden hallar diferentes para´metros del com-
portamiento de la ma´quina. Algunos de ellos son el par electromagne´tico nominal, el par
ma´ximo, el par de arranque y la corriente de arranque. Estas son presentadas a partir de
Fraile (2003); Sakthivel et al. (2010d,f,a); Sakthivel y Subramanian (2011a,b) y Boldea y
Nasar (2010).
El par interior del motor, si se desprecia las pe´rdidas meca´nicas en el ca´lculo de la potencia
de salida, esta´ dado por la Ecuacio´n (3-111).
Tm =
Pout
(2πf/p(1− s) (3-111)
El par ma´ximo del motor se puede calcular como:
Tbk =
3p
2ω
(Vn/
√
3)2
Rs +
√
R2s + (Xsl + CmX
′
r)
2
(3-112)
Donde
Cm = 1 +
Xsl
Xm
El par de arranque se puede calcular mediante:
Tlr =
3R′rI
2
lr
ωp
(3-113)
Donde Ilr corresponde a la corriente de arranque, la cual esta´ dada por la Ecuacio´n (3-114):
Ilr =
Vn/
√
3√
(Rs +R′r)
2 + (Xsl +X ′r)
2
(3-114)
4. Algoritmos de optimizacio´n
Bio-Inspirados Multi-objetivo
En el presente cap´ıtulo se describe brevemente las te´cnicas de optimizacio´n usada para
el desarrollo de la investigacio´n. De esta forma se tratara´n me´todos de optimizacio´n bio-
inspirados. Adema´s, se presentara´ la teor´ıa de los problemas multi-objetivo, su definicio´n,
caracter´ısticas y propiedades. Finalmente, se describira´n los tres de me´todos de optimizacio´n
Bio-inspirada utilizados en esta tesis. En estas u´ltimas secciones, primero se introducira´ la
filosof´ıa de funcionamiento de los me´todos en un problema mono-objetivo, para luego pre-
sentar la dina´mica de los mismos en un caso multi-objetivo.
4.1. Optimizacio´n Bio-inspirada
La Real Academia de la lengua espan˜ola define la palabra optimizacio´n u optimizar como la
accio´n de buscar la mejor manera de realizar una actividad. En matema´ticas, la optimizacio´n
consiste en el proceso de seleccionar el elemento, de un conjunto de ellos, que basados en un
criterio de seleccio´n da la mejor solucio´n. El problema de optimizacio´n en el caso ma´s simple
consiste en maximizar o minimizar una funcio´n objetivo mediante la seleccio´n sistema´tica
de valores de entrada, tomados de un conjunto de valores permitidos, y calculando el valor
de la funcio´n.
La teor´ıa de optimizacio´n se ha movido en varios sentidos y ha sido aplicada en diferentes
campos de la ciencia (Branke et al., 2008). De forma general se pueden diferenciar me´todos
de optimizacio´n deterministas y no deterministas. En los primeros el azar no se involucra
en los estados futuros del sistema, producie´ndose por tanto las mismas salidas siempre y
cuando se tengan las mismas condiciones de partida o de estado inicial (cada estado futuro
del sistema esta´ determinado por el previo). Los segundos se basan en me´todos probabil´ısti-
cos para solucionar el problema de optimizacio´n, por lo que cada estado futuro del sistema
esta´ determinado por las acciones predecibles y por elementos aleatorios del estado previo.
Los me´todos no-determin´ısticos normalmente se soporta en te´cnicas heur´ısticas para llegar
a soluciones aproximadas a los problemas de optimizacio´n. Los me´todos de optimizacio´n
bio-inspirados se encuentran enmarcados bajo la lo´gica de optimizacio´n meta-heur´ıstica. Por
lo tanto, los me´todos de optimizacio´n Bio-inspirados son me´todos que utilizan operadores
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estoca´sticos (intr´ınsecamente no deterministas) que basan su lo´gica en la Biomı´mesis (Bio-
mimicry). Estos me´todos tienen diferentes ventajas y desventajas, de las cuales se listan
algunas a continuacio´n (Branke et al., 2008):
Ventajas
Se llega a mu´ltiples soluciones en cada iteracio´n del me´todo de optimizacio´n. Por lo
tanto, se usa ma´s de una solucio´n (aproximacio´n poblacional) en una iteracio´n, diferente
a la mayor´ıa de algoritmos de optimizacio´n cla´sica, que actualizan una solucio´n en cada
iteracio´n (aproximacio´n puntual).
Trabaja sin derivadas pues no esta´n basados en gradientes para el proceso de bu´squeda,
utilizando procedimientos directos para tal fin.
Utilizan operadores estoca´sticos, en vez de los operadores determin´ısticos usados en la
mayor´ıa de me´todos cla´sicos de optimizacio´n.
Convergen ra´pidamente a soluciones o´ptimas globales.
Trabajan fa´cilmente con problemas de optimizacio´n con funciones continuas y combi-
natorias.
Exploran y explotan adecuadamente el espacio de bu´squeda.
Desventajas
Arroja soluciones aproximadas, no exactas.
Altamente no-determin´ıstico (probabil´ıstico).
No existen teoremas ni pruebas de convergencia.
En los me´todos bio-inspirados la solucio´n no se determina de forma directa sino mediante
ensayos y pruebas manteniendo tres pasos en general:
1. Se generan candidatos de soluciones posibles de acuerdo a un patro´n.
2. Los candidatos son sometidos a pruebas.
3. Si un candidato es rechazado se genera otro.
Los me´todos de optimizacio´n bio-inspirados se pueden clasificar entre otros en los siguientes
grupos:
Me´todos basados en poblaciones: ej. Algoritmos gene´ticos, Enjambre de part´ıculas.
Me´todos basados en trayectorias: ej. Recocido simulado, Quimiotaxis de bacterias.
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Constructivos: ej. Colonias de Hormigas.
Estos algoritmos de optimizacio´n bio-inspirados inician su bu´squeda con una poblacio´n de
soluciones creada normalmente de forma aleatoria dentro de un l´ımite superior e inferior
de cada variable de decisio´n. Posteriormente, el algoritmo de optimizacio´n inicia un proceso
iterativo con el fin de actualizar la poblacio´n de soluciones. La evaluacio´n de una poblacio´n
significa la prueba de cada miembro por el valor de su funcio´n objetivo y restricciones. El
algoritmo se detiene cuando uno o ma´s criterios de terminacio´n pre-establecidos sean alcan-
zados (Branke et al., 2008).
4.2. Optimizacio´n Multi-objetivo
En general, en la teor´ıa de optimizacio´n se tienen problemas mono-objetivo y multi-objetivo.
Un problema de optimizacio´n mono-objetivo involucra una sola funcio´n objetivo y usualmen-
te resulta en una sola solucio´n llamada solucio´n o´ptima. Por otra parte, una optimizacio´n
multi-objetivo considera simulta´neamente mu´ltiples objetivos conflictivos entre s´ı. En este
u´ltimo caso, no hay comu´nmente una u´nica solucio´n o´ptima, sino por el contrario se obtie-
ne un grupo de soluciones o´ptimas con diferentes compensaciones, las cuales son llamadas
soluciones Pareto o´ptimas (optimalidad de Pareto) o soluciones no-dominadas. A pesar de
la presencia de mu´ltiples soluciones Pareto o´ptimas, en la pra´ctica solo se selecciona una de
ellas. Por lo tanto, estos problemas de optimizacio´n hacen parte del campo de investigacio´n
conocido como toma de decisiones multi-criterio o en ingle´s multiple criteria decision making-
MCDM. De esta manera, comparado con el problema de optimizacio´n mono-objetivo, en la
optimizacio´n multi-objetivo hay al menos dos tareas igualmente importantes (Branke et al.,
2008, Cap´ıtulo 2):
Un proceso de optimizacio´n para encontrar las soluciones Pareto o´ptimas (involucra
un procedimiento. computacional)
Un proceso de toma de decisio´n para seleccionar, del conjunto de soluciones Pareto
o´ptimas, la ma´s acorde a las necesidades. Para esto, normalmente se requiere informa-
cio´n sobre las preferencias en la solucio´n requerida.
La definicio´n de la Optimalidad de Pareto parte de una asignacio´n inicial de valores a las
variables de decisio´n de un conjunto de individuos, sobre la cual se efectu´a un cambio con el
fin de buscar una nueva asignacio´n de valores de tal manera que se mejoren las soluciones de
un individuo sin hacer que se empeore la de los dema´s. A esto se le conoce como mejora de
Pareto. Con esto, a una nueva asignacio´n se le denomina Pareto-o´ptima cuando no pueden
lograrse nuevas mejoras de Pareto en el conjunto de individuos (Branke et al., 2008). Por
tanto, el frente Pareto-O´ptimo hace referencia al conjunto de individuos cuyas soluciones
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corresponden a las mejores que se pueden obtener del espacio de bu´squeda.
Los algoritmos para la obtencio´n del frente o´ptimo de Pareto tienen dos objetivos esenciales
(Branke et al., 2001) (Ver Figura 4-1):
El algoritmo debera´ garantizar la convergencia del frente, haciendo referencia a la
calidad de las soluciones encontradas.
Mediante un mecanismo de diversidad, el algoritmo debera´ asegurar una cobertura
igualmente espaciada del frente o´ptimo de Pareto. Se debe garantizar una adecuada
distribucio´n de las soluciones encontradas y exencio´n del conjunto o´ptimo de Pareto.
Objetivo 1
O
b
je
ti
v
o
 2
FOP
FOP*
Diversidad
Convergencia
Figura 4-1.: Concepto de convergencia y divergencia del frente o´ptimo de Pareto
Los algoritmos de optimizacio´n multi-objetivo usan diferentes mecanismos para comparar y
evaluar en cada iteracio´n las soluciones de los individuos en el espacio de bu´squeda, esto con
el fin de seleccionar las mejores soluciones que se ubicar´ıan en el frente Pareto-o´ptimo. Uno
de estos mecanismos son las condiciones de dominancia, las cuales han sido ampliamente
utilizadas en me´todos de optimizacio´n multi-objetivo.
4.2.1. Condiciones de dominancia
Entre dos soluciones, una solucio´n A se dice que domina a otra solucio´n B si se cumplen las
siguientes dos condiciones:
La solucio´n A no es peor que la solucio´n B en todos los objetivos.
La solucio´n A es estrictamente mejor que la solucio´n B en por lo menos un objetivo.
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Figura 4-2.: Concepto de dominancia y frente o´ptimo de Pareto
En el siguiente ejemplo (ver Figura 4-2)se explica la condicio´n de dominancia. Se tienen
siete elementos (A, B, C, D, E, F y G) y dos funciones objetivo. Por lo tanto:
Los elementos A, B y C son No-dominados por lo que forman el frente o´ptimo de
Pareto 1. Esto ya que, ningu´n elemento cumple con las dos condiciones de dominancia
sobre A, B o C.
Los dema´s elementos son dominados, ya que incumplen por lo menos una de las dos
condiciones de dominancia.
As´ı, las soluciones Pareto-o´ptimas corresponde a aquellas que se encuentran ubicadas en
el mejor frente de no-dominancia, es decir, en donde se encuentran los puntos que no son
dominados por ninguna otra solucio´n en el espacio de objetivos.
4.3. Problema de optimizacio´n
Antes de efectuar cualquier proceso de optimizacio´n, el problema de optimizacio´n debe ser
modelado. En general, se deben tener en cuenta los siguientes puntos para plantear y solu-
cionar el problema de optimizacio´n:
1. Se construye un modelo adecuado, el cual consiste en la correcta especificacio´n de las
variables de decisio´n, objetivos, restricciones, l´ımites de las variables y ecuaciones del
modelo que las relacionan.
2. Un algoritmo de optimizacio´n (mono-objetivo o multi-objetivo) encuentra el o´ptimo del
modelo del problema de optimizacio´n especificado (no del problema de optimizacio´n
real). Debido a esto, la solucio´n o´ptima encontrada por un algoritmo de optimizacio´n
debe ser siempre revisada mediante un ana´lisis de post-optimalidad.
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3. En un problema multi-objetivo se debe incorporar un proceso de toma de decisio´n para
la seleccio´n de una solucio´n o´ptima (articulacio´n de las preferencias).
4.3.1. Problema de optimizacio´n multi-objetivo
El problema de optimizacio´n se puede establecer de forma general de la siguiente forma
(Branke et al., 2008).
Para un problema con M funciones objetivo, J restricciones de desigualdad, K restricciones
de igualdad y P variables: Minimizar/Maximizar
~y = ~F (~x) = [f1 (~x) , f2 (~x) , . . . , fM (~x)]
T (4-1)
sujeto a
gj (~x) ≤ 0 j = 1, 2, . . . , J (4-2)
hk (~x) = 0 k = 1, 2, . . . , K (4-3)
ximin ≤ xi ≤ ximax i = 1, 2, . . . , P (4-4)
Donde
~x = [x1, x2, . . . , xP ]
T ∈ S (4-5)
Una solucio´n ~x ∈ RP es un vector de P variables de decisio´n. Las soluciones que satisfacen las
restricciones y l´ımites de las variables constituyen el espacio de variables de decisio´n factible
S ⊂ RP . La principal diferencia con un problema mono-objetivo, es que las funciones obje-
tivo constituyen un espacio de M dimensiones adicional al espacio de variables de decisio´n,
donde M es el nu´mero de objetivos Y ⊂ RM . De esta manera, para cada solucio´n ~x en el
espacio de variables de decisio´n S, va a existir un punto ~y ∈ RM en el espacio de objetivos Y .
Para hacer correctamente la presentacio´n de los diferentes me´todos de optimizacio´n que
hacen parte de este documento, se utilizara´ la palabra solucio´n como referencia al vector de
variables de decisio´n y punto como su correspondiente vector de objetivos.
4.4. Algoritmos de optimizacio´n evolutivos
Las te´cnicas de computacio´n evolutiva o algoritmos evolutivos (Evolutive Algorithms - EA)
constituyen una familia de meta-heur´ısticas estoca´sticas que basan su funcionamiento en me-
canismos ana´logos a los principios que rigen la evolucio´n natural de las especies biolo´gicas,
particularmente la teor´ıa de la seleccio´n natural de las especies planteada por Charles Darwin
en 1858 (El origen de las especies 1859). Al algoritmo disen˜ado para solucionar problemas de
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optimizacio´n se le conoce como optimizacio´n evolutiva (Evolutionary optimization (EO)).
La idea de los EO es que un problema de optimizacio´n puede solucionarse mediante la apli-
cacio´n de te´cnicas que permiten explorar y explotar el espacio de bu´squeda a trave´s de un
proceso selectivo de acuerdo con el cual sobreviven los individuos ma´s aptos. Cada individuo
del espacio de bu´squeda representa una posible solucio´n al problema planteado, siendo ma´s
aptos aquellos individuos que ma´s se acercan a la consecucio´n del objetivo.
Los Algoritmos Gene´ticos (Genetic Algorithms (GA)) son una versio´n de los (EA) que usan
principalmente tres operadores en una poblacio´n de soluciones en cada generacio´n: seleccio´n,
cruce y mutacio´n (Branke et al., 2008).
4.4.1. Algoritmos gene´ticos simples
Los GA fueron propuestos inicialmente por Holand entre 1962 y 1975. En los GA se emplean
ba´sicamente tres operadores (Branke et al., 2008):
Cruce: Un operador en el cual dos o ma´s soluciones padres (actuales) son usadas para
crear (a trave´s de recombinacio´n) una o ma´s soluciones hijas.
Mutacio´n: Es un operador que es usado en una sola solucio´n para crear una nueva
solucio´n mutada. La principal diferencia con el operador de cruce es que la mutacio´n
es aplicada a una sola solucio´n.
Seleccio´n: Es un operador que busca imitar el principio de seleccio´n del ma´s apto
formulada por Darwin. Existen diferentes tipos de seleccio´n: torneo, rueda de ruleta,
elitismo etc.
En un GA se debe definir el me´todo para codificar las soluciones candidatas. En los GA los
cromosomas pueden ser representados mediante una codificacio´n binaria o codificacio´n real.
Un problema de optimizacio´n mediante GA t´ıpicamente tiene tres fases: 1) Iniciacio´n, 2)
Evaluacio´n y 3) Operacio´n Gene´tica (Kamepalli, 2001).
Fase 1: se debe formar una poblacio´n inicial de N individuos, siendo cada uno de ellos una
solucio´n candidata al problema (N es un para´metro de entrada del algoritmo). Esta pobla-
cio´n es evaluada y ranqueada de acuerdo a una funcio´n de fitness.
Fase2: se deben elegir los individuos que van a ser padres y se van a reproducir, lo cual se
hace basados en el valor de la funcio´n de fitness y el operador de seleccio´n. En Los GA se
usa generalmente el operador de seleccio´n por torneo, el cual compara dos miembros de la
poblacio´n (seleccionados al azar) y basados en su valor de fitness el mejor es asignado como
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padre para reproducirse.
Fase3: Para la produccio´n de una nueva generacio´n (hijos), se deben efectuar diferentes
operaciones gene´ticas. Una de ellas es a trave´s del operador de cruce, con el cual elige
la forma como se van a formar las parejas de padres y en que´ manera se transmitira´ la
informacio´n gene´tica a los hijos. El tipo de cruce ma´s utilizado es el cruce simple, en el que
la informacio´n gene´tica contenida en dos parientes seleccionados es utilizada para generar dos
hijos que llevan algunas de las caracter´ısticas u´tiles de sus padres. En este, aleatoriamente
se forman las parejas de individuos y el punto de cruce en su cromosoma. El cruce se puede
hacer en un punto simple, en varios puntos o de forma uniforme entre los cromosomas de
los padres elegidos (Kamepalli, 2001). Otro operador usado en este paso es el de mutacio´n.
Con la mutacio´n se busca crear nuevo material gene´tico en la poblacio´n para mantener
su diversidad al evaluar informacio´n gene´tica inexplorada o perdida. Esto ba´sicamente se
logra mediante el cambio del valor de un bit en una posicio´n aleatoria de la cadena de bits
del cromosoma. Como forma de control de la mutacio´n, se utiliza un para´metro llamado
”Probabilidad de mutacio´n”, el cual indica el nu´mero de bits mutados esperados en cada
generacio´n.
4.4.2. Algoritmos gene´ticos multi-objetivo
En ciencias e ingenier´ıa una gran parte de los problemas involucran ma´s de un objetivo
en un proceso de optimizacio´n. As´ı, el primer autor en implementar un problema multi-
objetivo mediante algoritmos evolutivos de optimizacio´n fue David Schaffer en 1984 con su
vector-evaluated GA (VEGA) (Schaffer, 1984). A partir de entonces, distintos autores han
propuesto diferentes me´todos. Se destaca que en 1999 surge una nueva generacio´n de algo-
ritmos gene´ticos para la solucio´n de problemas multi-objetivo, ya que hasta ese momento
los me´todos propuestos no usaban mecanismos para preservar los mejores individuos o in-
dividuos elite entre generaciones. As´ı, Zitzler y Thiele (1999) proponen el me´todo de GA
multi-objetivo con elitismo multi-criterio basado en el concepto de no-dominancia; el me´todo
se llamo´ Strength Pareto Evolutive Algorithms (SPEA).
Con base en mecanismos de elitismo, Knowles y Corne (2000) proponen un me´todo llamado
Pareto-archived Evolution Strategy (PAES)) y en los siguientes an˜os, Zitzler et al. (2001)
proponen el me´todo Strength Pareto Evolutive Algorithms 2 (SPEA2) y Deb et al. (2002)
proponen un me´todo basado en elitismo llamado Non-dominated Sorting Genetic Algorithms
II (NSGA-II), el cual es la modificacio´n del NSGA propuesto por Srinivas y Deb (1994). Este
u´ltimo es uno de los procedimientos ma´s popularmente usados para encontrar mu´ltiples
soluciones Pareto-o´ptimas en un problema de optimizacio´n multi-objetivo. A continuacio´n
se describe en detalle el NSGA-II.
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4.4.3. Algoritmo Elitist Non-dominated Sorting Genetic Algorithms II
- NSGA-II
Basados en los principios de los algoritmos evolutivos, la optimizacio´n multi-objetivo y el
me´todo NSGA, Deb et al. (2002) presentan el me´todo NSGA-II, el cual puede encontrar
soluciones mejor repartidas en los frentes Pareto-o´ptimos mediante una aproximacio´n basada
en elitismo y un operador de nicho para mantener la diversidad en las soluciones libre de
para´metros (Deb et al., 2002; C¸unkas¸ y Sag˘, 2010). El procedimiento general del NSGA-II
es presentado en la Figura 4-3.
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Figura 4-3.: Procedimiento del NSGA-II. Imagen adaptada de Deb et al. (2002)
El procedimiento inicia con la generacio´n de una poblacio´n inicial de individuos P0 de taman˜o
igual a N, donde cada uno corresponde a un conjunto de las variables de decisio´n y es una
posible solucio´n al problema de optimizacio´n. As´ı, los individuos son evaluados para cada una
de las funciones objetivo y son clasificados basados en el principio de no-dominancia. Con
esto, cada uno de los frentes es formado con un nu´mero de soluciones, a las cuales se les asigna
un valor de fitness igual al rango que ocupan (ranking). Paso seguido, utilizando el operador
de seleccio´n por torneo binario, se seleccionan los padres, y aplicando los operadores de cruce
y mutacio´n se obtiene una poblacio´n de hijos Q0 de taman˜o N. Ahora, para las siguientes
generaciones t el ciclo principal se puede resumir en tres partes:
Parte 1: Se forma una poblacio´n Rt de taman˜o 2N donde se combinan la poblacio´n
de padres Pt e hijos Qt: Rt = Pt ∪ Qt, asegurando as´ı el elitismo al incluir en cada
generacio´n la poblacio´n previa y actual. La poblacio´n Rt se organiza de acuerdo a la
no-dominancia y dominancia de sus individuos, y estos son agrupados en diferentes
frentes (F1, F2 ... F(2N)) y a los individuos perteneciente a cada uno de ellos se les
asigna un valor de fitness correspondiente.
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Parte 2: Una nueva poblacio´n Pt+1 es llenada hasta alcanzar el taman˜o de la poblacio´n
N . Para el llenado, se inicia con el primer frente F1 (mejor valor de fitness). En este
proceso pueden ocurrir tres casos: 1) F1 es igual a N ; 2) F1 es menor a N ; 3) F1 es
mayor a N . En el primer y segundo caso todo el mejor frente F1 es almacenado en Pt+1.
Sin embargo, en el segundo caso el nu´mero de puestos restantes debera´n ser ocupados
con los individuos del frente subsecuente F2 o hasta Fl cuando con el nu´mero de
individuos de los anteriores frentes no alcanza a completar N individuos en Pt+1. En el
tercer caso y cuando el nu´mero de individuos del u´ltimo frente l es superior al necesario
para llenar Pt+1, este frente debe ser organizado usando el operador de comparacio´n
por ocupacio´n en orden descendente. Con el frente organizado, son seleccionadas las
mejores soluciones necesarias para completar Pt+1.
Parte 3: De la nueva poblacio´n Pt+1 los padres son escogidos mediante el operador de
seleccio´n por torneo binario, de los cuales se producira´ una poblacio´n de hijos Qt+1 de
taman˜o N a trave´s de los operadores de combinacio´n y mutacio´n. Sin embargo, a pesar
de que el operador de seleccio´n por torneo binario es usado, el criterio de seleccio´n se
basa ahora en el operador de comparacio´n por ocupacio´n ≺n.
En la metodolog´ıa planteada por Deb et al. (2002) se propuso la utilizacio´n de una aproxima-
cio´n ra´pida de organizacio´n por no-dominancia basada en elitismo (Elitist fast nondominated
sorting) y un me´todo para la preservacio´n de la diversidad en las soluciones de cada frente
basado en una aproximacio´n de comparacio´n por ocupacio´n.
Clasificacio´n ra´pida por no-dominancia basada en elitismo: Para iniciar el proceso de
organizacio´n, dos entradas son calculadas para cada solucio´n p de la poblacio´n: 1) un contador
de dominancia np (que es el nu´mero de soluciones que domina a la solucio´n p) y 2) Sp que
es un grupo de soluciones que la solucio´n p domina. As´ı, todas las soluciones en el primer
frente Pareto-o´ptimo van a tener np = 0. Entonces, para cada solucio´n p de este primer
frente se visita cada miembro q de su grupo Sp y reduce el contador de dominancia de dicho
miembro. Cuando el contador de dominancia de cualquier miembro q llega a cero, este es
puesto en una lista separada Q, que correspondera´n al segundo frente Pareto-o´ptimo. Luego,
este procedimiento se hace sobre cada miembro del frente Q para construir el tercer frente,
y as´ı sucesivamente.
Operador para la preservacio´n de diversidad: Como parte del NSGA-II, Deb et al. (2002)
proponen una aproximacio´n que soluciona las dificultades del operador por nicho basado en
una funcio´n de reparticio´n y su distancia de reparto (σsharing), la cual depende del usuario.
As´ı, la aproximacio´n en NSGA-II se basa en un operador de comparacio´n por amontonamien-
to (crowded-comparison operator (≺n)), el cual asume que cada individuo de la poblacio´n
cuenta con dos atributos: 1) el rango de no-dominancia (irank) y 2) la distancia de amon-
tonamiento (idistance). As´ı, el operador (≺n) indica que entre dos soluciones i con diferente
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rango de no-dominancia, se prefiere la solucio´n con el menor irank, pero si las dos soluciones
se encuentran en el mismo frente se selecciona la solucio´n que se localiza en la regio´n con
menor ocupacio´n.
Procedimiento para estimar la distancia de amontonamiento (Corwded-distance) idistance:
La distancia de amontonamiento de una solucio´n i es la distancia media entre dos puntos
en cada lado de esta solucio´n a lo largo de cada uno de los objetivos. As´ı, la distancia de
amontonamiento idistance correspondera´ a al promedio de los lados del cuboide formado al
usar los puntos vecinos de i como sus ve´rtices Figura 4-4. Para poder calcular esta distancia
es necesario organizar las soluciones del frente en orden ascendente de magnitud para cada
funcio´n objetivo, siendo idistance igual a la suma de las distancias individuales calculadas para
cada objetivo.
f2
f1
Cuboide
0
l
i-1
i
i+1
Figura 4-4.: Ca´lculo de la distancia de amontonamiento en un mismo frente no-dominado.
Imagen adaptada de Deb et al. (2002)
Manejo de restricciones con NSGA-II
Diferentes autores que han trabajado temas de optimizacio´n Bio-inspirada han propuesto,
desarrollado y debatido diferentes me´todos para el manejo de las restricciones, ya sea en
me´todos mono-objetivo o multi-objetivo. Deb et al. (2002) mencionan que en la mayor´ıa de
me´todos de optimizacio´n mono-objetivo se han utilizado metodolog´ıas que se basan en el
uso de para´metros de penalizacio´n de la funcio´n objetivo, y al mismo tiempo proponen una
metodolog´ıa basada en la seleccio´n por torneo para el manejo de las restricciones. El me´todo
se describe a continuacio´n y es el usado en esta investigacio´n.
El me´todo se basa en la seleccio´n por torneo binario, donde dos soluciones son elegidas de
la poblacio´n y la mejor solucio´n es escogida. Con la presencia de restricciones, cada solucio´n
debe ser factible o no factible. As´ı, pueden haber tres situaciones: 1) Ambas soluciones son
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factibles; 2) Una es factible y la otra no; y 3) Ambas son no factibles. En el caso de un
problema mono-objetivo, en el caso 1 se seleccionar´ıa la solucio´n con el mejor valor de la
funcio´n objetivo, en el 2 se escoger´ıa la solucio´n factible y en el 3 se tomar´ıa la solucio´n con
la menor violacio´n a las restricciones en general.
En la optimizacio´n multi-objetivo, Deb et al. (2002) modificaron la definicio´n de dominancia
entre dos soluciones A y B. Entonces: la solucio´n A se dice que domina a la solucio´n B por
restriccio´n, si alguna de las siguientes condiciones es verdadera:
1. La solucio´n A es factible y la solucio´n B no.
2. La solucio´n A y B no son factibles, pero la solucio´n A tiene una menor violacio´n a las
restricciones que la solucio´n B.
3. La solucio´n A y B son factibles y la solucio´n A domina a la solucio´n B.
Con este manejo de las restricciones se tiene como efecto que cualquier solucio´n factible
tiene un mejor rango de no-dominancia que una solucio´n no factible. Todas las soluciones
factibles son ranqueadas de acuerdo a sus niveles de no-dominancia basados en los valores
de la solucio´n de la funcio´n objetivo. Por otra parte, entre dos soluciones no factibles, la
solucio´n con la menor violacio´n a las restricciones tiene un mejor ranquin.
4.5. Algoritmo de optimizacio´n por enjambre de part´ıculas
Como parte de los algoritmos bio-inspirados de optimizacio´n, Kennedy y Eberhart (1995)
presentaron un nuevo algoritmo de optimizacio´n fundamentado en la simulacio´n del com-
portamiento social de los enjambres de aves, peces y abejas en la naturaleza, el cual se
llamo´ me´todo de optimizacio´n por enjambre de part´ıculas, o en ingle´s Particle swarm op-
timization (PSO). Este se enmarco´ dentro de una nueva categor´ıa de algoritmos conocidos
bajo el nombre de inteligencia de enjambres (Swarm intelligence), el cual estudia el compor-
tamiento colectivo y las propiedades de sistemas complejos, auto organizados y descentra-
lizados con estructura social. Tales sistemas consisten en agentes simples interactuando en
pequen˜as sociedades conocidas como enjambres (Swarms). As´ı PSO emplea una poblacio´n
de part´ıculas (puntos de bu´squeda) que se mueven estoca´sticamente en el espacio de bu´sque-
da. La mejor posicio´n alcanzada por cada part´ıcula es guardada en su memoria (se conoce
como experiencia de la part´ıcula) y esta experiencia es comunicada a una parte o a toda
la poblacio´n, influyendo as´ı sus movimiento hacia la regio´n ma´s prometedora en el espacio
de bu´squeda (Parsopoulos y Vrahatis, 2010). Los PSO deben cumplir con cinco propiedades
principalmente:
1. Proximidad: Es la habilidad de la poblacio´n para efectuar ca´lculos de distancia y
tiempo.
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2. Calidad: La habilidad de las part´ıculas para responder a factores de calidad en el
espacio de soluciones.
3. Diversidad: Es la habilidad de producir una pluralidad en las diferentes respuestas.
4. Estabilidad: Es la habilidad de la poblacio´n para mantener su comportamiento como
grupo bajo determinados cambios leves en su ambiente.
5. Adaptabilidad: Es la habilidad de la poblacio´n para cambiar su comportamiento cuando
existe alguna sen˜al que lo recomienda.
En PSO cada part´ıcula i pertenece al espacio factible de bu´squeda S = (~x1, ~x2, . . . , ~xN )
(donde N es el nu´mero de part´ıculas), y representa en cada iteracio´n t una solucio´n candidata
al problema de optimizacio´n ~x(t)i = (xi1, xi2, . . . , xiP ) (donde P es el nu´mero de variables
de decisio´n y ~x(t)i es la posicio´n de la part´ıcula). Esta part´ıcula i en cada iteracio´n conoce:
1) su mejor posicio´n personal Pi = (pi1, pi2, . . . , piP ), lo cual constituye la memoria de cada
part´ıcula y consiste en la mejor posicio´n en que ha estado; 2) la mejor posicio´n global
Pg = (xg1, xg2, . . . , xgP ), lo cual constituye a la componente social del modelo, pues este
valor corresponde a la memoria de la part´ıcula que ha estado en la mejor posicio´n de toda la
poblacio´n o el vecindario de cada part´ıcula i; y 3) la velocidad ~v(t)i = (vi1, vi2, . . . , viP ), que
representa el para´metro para el cambio de posicio´n. Con esta informacio´n, en cada iteracio´n
se calcula el valor de velocidad, Ecuacio´n 4-6, y con esta la posicio´n de la part´ıcula en la
pro´xima iteracio´n, Ecuacio´n 4-7. Estas ecuaciones fueron el resultado de varias modificaciones
respecto a las ecuaciones propuestas inicialmente por Kennedy y Eberhart (1995) y cuya
versio´n contempora´nea es la propuesta por Clerc y Kennedy (2002).
vij(t + 1) = ωvij(t) + C1R1(t)(Pij(t)− xij(t)) + C2R2(t)(Pgj(t)− xij(t)) (4-6)
xij(t + 1) = xij(t) + χvij(t+ 1) (4-7)
Con i = 1, 2, . . . , N y j = 1, 2, . . . , P . R1 y R2 son valores aleatorios uniformemente dis-
tribuidos en un rango de [0, 1]; y C1 y C2 son factores de peso, tambie´n conocidos como
para´metros cognitivo y social respectivamente. ω se conoce como factor de inercia, que es
usado como un para´metro de control de la explotacio´n y exploracio´n del espacio de bu´sque-
da. Este busca controlar la velocidad (taman˜o de los pasos) de las part´ıculas y atraer a las
mismas hacia las regiones ma´s prometedoras una vez han sido identificados. Con esto se hace
un refinamiento en la bu´squeda al concentrar un grupo de part´ıculas alrededor de la mejor
solucio´n. χ es un para´metro llamado coeficiente o factor de constriccio´n, el cual controla y
restringe la magnitud de la velocidad. Hay tambie´n una velocidad ma´xima Vmax > 0 que
establece los valores ma´ximos que la velocidad puede tomar. Estos l´ımites fueron introduci-
dos como medida de control de la magnitud de las velocidades, resultando en la divergencia
del enjambre (explosio´n del enjambre)(Parsopoulos y Vrahatis, 2010). As´ı, con los l´ımites de
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la velocidad se restringe el taman˜o del paso que las part´ıculas pueden dar en una regio´n de
bu´squeda establecida. Con esto, si el paso es mayor a Vmax, el valor de vij(t+1) es asignado
en las fronteras del campo de bu´squeda. Este concepto de bu´squeda se puede ver de forma
esquema´tica en la Figura 4-5.
f2
f1
xi(t)
vi(t)
xi(t+1)
Pg(t)
Pi(t)
vi(t+1)
vi Pg
vi Pi
Memoria
Cooperación
Inercia
Figura 4-5.: Concepto del cambio de punto de bu´squeda con PSO
4.5.1. Optimizacio´n multi-objetivo por enjambre de part´ıculas
La demostrada eficiencia del me´todo PSO mono-objetivo ha atra´ıdo el intere´s de la comuni-
dad cient´ıfica. As´ı, un gran nu´mero de cient´ıficos han probado PSO mediante la comparacio´n
con me´todos de optimizacio´n evolutivos ya establecidos. Como parte de los algoritmos multi-
objetivo, Coello y Lechuga (2002) propusieron el (Multi-objective PSO - MOPSO), el cual
fue uno de los primeros me´todos de PSO basados en el principio de no-dominancia y elitismo
(Coello et al., 2004; Parsopoulos y Vrahatis, 2010).
En los siguientes an˜os, y hasta cerca del 2008, varios me´todos multi-objetivo fueron presenta-
dos por diferentes autores, los cuales pueden ser revisados en el Cap´ıtulo 11 de Parsopoulos y
Vrahatis (2010). Como parte de estos trabajos, se resalta el propuesto por Li (2003), el cual
fue llamado Non-dominated Sorting Particle Swarm Optimization (NSPSO). Lo anterior ya
que el me´todo adopto´ el concepto de organizacio´n por no-dominancia elitista y el ana´lisis por
nichos con la funcio´n de reparticio´n y la distancia de amontonamiento usado en el me´todo
de Deb et al. (2002) NSGA-II. A continuacio´n se presenta en detalle el me´todo NSPSO, el
cual fue elegido como algoritmo de estudio para la metodolog´ıa de disen˜o de motores de
induccio´n.
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4.5.2. Algoritmo Non-dominated sorting particle swarm optimization
- NSPSO
Partiendo del me´todo de optimizacio´n por enjambre de part´ıculas PSO propuesto por Ken-
nedy y Eberhart (1995), Li (2003) propuso el me´todo NSPSO para la solucio´n de problemas
de optimizacio´n multi-objetivo. As´ı, con el fin de garantizar la convergencia y diversidad del
algoritmo, Li (2003) adopto´ en particular las estrategias propuestas por Deb et al. (2002) en
NSGA-II. En este sentido, en vez de comparar la mejor posicio´n de cada part´ıcula con su
nueva posicio´n, primero se combinan en una poblacio´n temporal de taman˜o 2N , compuesta
por la mejor posicio´n personal de cada part´ıcula de la poblacio´n actual y la poblacio´n con
una nueva posicio´n de las part´ıculas. Una vez se tiene la poblacio´n combinada primero se or-
ganiza la poblacio´n de 2N en un grupo de soluciones no-dominadas y dominadas, y el grupo
de soluciones no-dominadas son ubicadas en el primer frente. Para la formacio´n del siguiente
frente, el frente uno es temporalmente removido de la poblacio´n y luego son encontradas las
soluciones no-dominadas de la poblacio´n restante, las cuales conforman el segundo frente. Un
procedimiento igual es seguido hasta organizar todas las soluciones en frentes Pareto-o´ptimos.
Para garantizar la diversidad en las soluciones, Li (2003) propuso el uso de dos me´todos de
ana´lisis por nichos. Para el primero se requiere del ca´lculo del contador de nicho mi introduci-
do por Goldberg y Richardson (1987), y para el segundo, de la distancia de amontonamiento
idistance propuesto por Deb et al. (2002):
El contador de nicho de una part´ıcula i corresponde al nu´mero de otras part´ıculas dentro
de la distancia de reparticio´n σshare (distancia Euclidiana) desde la part´ıcula i. Una ca-
racter´ıstica indeseada en este me´todo de ana´lisis por nichos es la dependencia de σshare del
usuario, esto debido a la gran dependencia del rendimiento del algoritmo con este para´metro.
Por lo tanto, Li (2003) adopto´ la distancia de reparticio´n dina´mica propuesta por Fonseca
et al. (1993). De esta manera, para un problema de optimizacio´n con dos funciones objetivo,
la distancia de reparticio´n dina´mica se puede calcular con la Ecuacio´n 4-8.
σshare =
u2 − l2 + u1 − l1
N − 1 (4-8)
Donde ui y li son las fronteras superior e inferior para cada uno de los dos objetivos y
la poblacio´n entera. En cada iteracio´n se seleccionan, de los frentes Pareto-o´ptimos, las
soluciones con el menor valor del contador de nicho. En la Figura 4-6 se presenta el ejemplo
de tres soluciones candidatas (A, B y C) ubicadas sobre un mismo frente Pareto-o´ptimo. En
este ejemplo, para la part´ıcula A el contador de nicho es igual a 1, para la B es igual a 3 y
para la C es igual a 0. Por lo tanto, como la part´ıcula C tiene el menor contador de nicho,
C va a preferirse por encima de A y B, estimula´ndose la diversidad en las soluciones de los
frentes Pareto-o´ptimos.
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Figura 4-6.: Contador de nicho sobre un mismo frente Pareto-o´ptimo. Imagen adaptada de
Li (2003)
En el caso del me´todo de ana´lisis por nichos propuesto en el NSGA-II, este se basa en el
ana´lisis de la densidad de soluciones alrededor de cada solucio´n. Este ca´lculo se hace de la
misma forma presentada en la Subseccio´n 4.4.3 y Figura 4-4.
Adicionalmente, en NSPSO se implementa la estrategia de remplazar part´ıculas en las regio-
nes sobre-ocupadas. As´ı, en regiones con los valores ma´s altos en el contador de nicho o ma´s
bajo en la distancia de amontonamiento, estas part´ıculas son removidas y remplazadas en
cada iteracio´n por nuevas part´ıculas generadas aleatoriamente. Como las nuevas part´ıculas
producidas han estado influenciadas por las part´ıculas en las regiones con menor ocupacio´n,
estas tendra´n una mejor oportunidad de llegar a algu´n lugar menos ocupado en el frente
actual.
Basados en los principios presentados en los pa´rrafos anteriores, a continuacio´n se presenta
el algoritmo general del me´todo NSPSO tomado de Li (2003).
Pasos del NSPSO
1. Se inicializa la poblacio´n de forma aleatoria y se almacena en un archivo llamado
PSOList.
a) La posicio´n actual de la i-e´sima part´ıcula, ~xi y su velocidad actual ~vi, son ini-
cializadas con valores reales aleatorios dentro del rango especificado para cada
variable de decisio´n; a ~vi se le da una probabilidad del 50% de moverse en una
direccio´n diferente a la inicial; la mejor posicio´n personal Pi es tomada de ~xi; Vmax
se toma de los l´ımites superior e inferior del rango de la variable de decisio´n.
b) Las part´ıculas se evalu´an de acuerdo a las funciones objetivo, conforma´ndose la
iteracio´n t=0.
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2. t=t+1
3. Se agrupan las part´ıculas de PSOList mediante comparaciones de no-dominancia en so-
luciones no-dominadas y dominadas. Las primeras se almacenan en un archivo llamado
nonDomPSOList.
4. Para cada part´ıcula se calcula a) el contador de nicho mi o b) el valor de distancia de
amontonamiento idistance, para cada part´ıcula.
5. Ahora, nonDomPSOList se organiza de acuerdo a mi o idistance.
6. Para (i = 0; i < N ;i++)(pasos a trave´s de PSOList):
a) De la mejor parte superior (ej. el mejor 5%) del archivo nonDomPSOList ya
organizado, se selecciona de forma aleatoria un valor de mejor posicio´n global Pg
para la i-e´sima part´ıcula del archivo PSOList.
b) Aplicando la Ecuacio´n (4-6) y la Ecuacio´n (4-7), se calcula la nueva velocidad y
posicio´n para la i-e´sima part´ıcula del archivo PSOList.
c) Para garantizar el elitismo, en un archivo temporal llamado nextPopList se adhie-
ren la mejor posicio´n personal Pi(t) y la nueva posicio´n ~xi(t+1) de cada part´ıcula
i hasta completar 2N part´ıculas en nextPopList.
7. Mediante comparaciones de no-dominancia se agrupan las part´ıculas del archivo tempo-
ral nextPopList en soluciones no-dominadas y dominadas. Las primeras se almacenan
en el archivo nonDomPSOList y las segundas en un nuevo archivo llamado nextPo-
pListRest.
8. Ahora, se vac´ıa el archivo PSOList.
9. Del archivo nonDomPSOList se seleccionan part´ıculas de forma aleatoria y se adicionan
al archivo previamente desocupado PSOList hasta completar N part´ıculas.
10. Si el nu´mero de part´ıculas de nonDomPSOList y el taman˜o de PSOList es menor a N
se debe:
a) Agrupar las part´ıculas del archivo nextPopListRest en soluciones no-dominadas y
dominadas mediante comparaciones de no-dominancia. Las primeras se almacenan
en un nuevo archivo llamado nextnonDomList (part´ıculas pertenecientes a un
segundo frente Pareto-o´ptimo).
b) Almacene las part´ıculas de nextnonDomList en el archivo PSOList siempre y
cuando el nu´mero de part´ıculas en e´l sea au´n menor a N .
c) Copie el archivo nextPopListRest a un nuevo archivo llamado nextPopListRest-
Copy y luego vac´ıe nextPopListRest.
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d) Ahora, copie las soluciones dominadas del archivo nextPopListRestCopy al archivo
nextPopListRest vac´ıo.
e) Si el taman˜o de PSOList es au´n menor a N vuelva a a).
11. si t es menor al nu´mero ma´ximo de iteraciones, vaya a 2.
12. La posicio´n de las part´ıculas Q en la poblacio´n final se toma de PSOList.
Manejo de restricciones con NSPSO
Para la solucio´n de problemas de optimizacio´n con restricciones, diferentes te´cnicas para el
manejo de las mismas han sido implementadas para identificar las soluciones factibles en
el espacio de bu´squeda. La te´cnica ma´s usada es la de penalizacio´n, donde las funciones
objetivo originales son transformadas a otra funcio´n que castiga las soluciones no factibles,
adicionando penalidades a sus valores basados en el nu´mero y la magnitud de las restriccio-
nes violadas (Parsopoulos y Vrahatis, 2010). Por otro lado, Coello et al. (2004) comparan de
forma directa dos soluciones en un problema multi-objetivo. Entonces, si ambas son factibles,
el principio de no-dominancia se aplica de forma directa para elegir la mejor solucio´n. Si una
es factible y la otra no-factible, se elige la solucio´n factible. Finalmente, si las dos soluciones
son no factibles, entonces la solucio´n con la menor cantidad de restricciones violadas domina
la otra solucio´n.
En el caso del algoritmo de Li (2003), el autor no propone una te´cnica en particular para
el manejo de restricciones. Por lo tanto, cualquiera de las aproximaciones propuestas por
otros autores puede ser aplicada. Sin embargo, se debe tener en cuenta que el resultado en
la solucio´n del problema de optimizacio´n estara´ guiado de acuerdo a la te´cnica utilizada.
4.6. Algoritmos de optimizacio´n por Quimiotaxis de
Bacterias
Uno de los primeros trabajos y el ma´s influyentes en el campo de la optimizacio´n bio-
inspirada por Quimiotaxis de Bacterias (QB) se le atribuye a Passino (2002), quien en ese
an˜o presento´ un algoritmo de optimizacio´n para problemas mono-objetivo bajo el nombre
de Bacterial Foraging Optimization algorithm (BFOA)1. Passino (2002) partio´ de la idea
Darwiniana de como la seleccio´n natural tiende a eliminar a los animales con estrategias po-
bres para la bu´squeda y adquisicio´n de alimento, mantenie´ndose entonces entre generaciones
aquellos que tengan estrategias ma´s exitosas; mismo principio de la optimizacio´n evolutiva
a trave´s de una pol´ıtica de adquisicio´n de alimento o´ptima. Sin embargo, Passino (2002)
1Foraging: hace referencia a la accio´n de buscar recursos alimenticios silvestres.
4 Algoritmos de optimizacio´n Bio-Inspirados Multi-objetivo 73
introduce la idea de que los modelos de optimizacio´n basados en las dina´micas de alimenta-
cio´n son va´lidos para una bu´squeda social, donde grupos de animales se alimentan de forma
cooperativa.
En su trabajo, Passino (2002) basa su modelo en diferentes elementos involucrados en la
teor´ıa de bu´squeda y obtencio´n de alimento por parte de las especies animales. Sin embargo,
el autor explica la metodolog´ıa de optimizacio´n basado en la biolog´ıa y f´ısica de la quimio-
taxis en la bacteria E-Colie, ya que estos sencillos organismos han sido los ma´s estudiados,
conocie´ndose que aplican estrategias de bu´squeda individual y social de forma o´ptima.
La bacteria E-Colie es un microorganismo simple que cuenta con flagelos en su superficie
para su locomocio´n y un sistema de control para buscar alimento y evitar las sustancias
nocivas. Con la oscilacio´n de los flagelos la bacteria E-Colie se puede mover ba´sicamente de
dos formas: 1) Puede desplazase en l´ınea recta (nadar por cierto periodo de tiempo) (Swim)
o 2) puede girar en el sitio (Tumble). Por la meca´nica de funcionamiento de los flagelos (ver
Figura 4-7), la bacteria solo puede efectuar uno de estos movimientos a la vez.
Movimiento anti-horario de los flagelos
Nadado ( )Swim
Movimiento horario de los flagelos
Ratación ( )Tumble
Flagelos
Figura 4-7.: Nadado y Giro debido al movimiento de los flagelos. Imagen adaptada de
Passino (2002)
En general, los patrones de movimiento de las bacterias (tambie´n llamados contribuciones),
que se van a producir frente a sustancias qu´ımicas atractivas y repelentes, son llamados
quimiotaxis. De esta forma, si por ejemplo la bacteria E-Colie se encuentra en una regio´n
neutral por un largo periodo de tiempo, esta empezara´ a mover los flagelos para desplazarse
en l´ınea recta y girar de forma alterna con el fin de buscar alimento. Los grados de giro,
direccio´n y distancia de movimiento los selecciona de forma aleatoria, habilitando por lo
tanto a la bacteria para buscar los nutrientes. Ahora, cuando la bacteria detecta un aumento
de gradiente en los nutrientes, el cambio en la concentracio´n de los mismos dispara una
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reaccio´n tal que la bacteria va invertir ma´s tiempo nadando y menos girando (Figura 4-8).
La direccio´n de movimiento es entonces sesgada hacia las regiones en que se percibe un
incremento en los nutrientes. Finalmente, cuando la bacteria llega a una regio´n con una
concentracio´n constante de nutrientes, ella retorna al comportamiento inicial de bu´squeda,
con el fin de nuevamente detectar el camino en que aumente la concentracio´n de nutrientes
(Passino, 2002).
Menor
concentración de
nutrientes
Mayor
concentración de
nutrientes
Gradiente en la
concentración de
nuetrientes
Figura 4-8.: Comportamiento quimiota´ctico de la bacteria. Imagen adaptada de Passino
(2002)
Por otra parte, de acuerdo a estudios cient´ıficos, las bacterias han demostrado comporta-
mientos sociales, ya que se organizan en grupos y mediante mecanismos de comunicacio´n
logran como grupo encontrar las regiones con mayor concentracio´n de alimentos y escapar
de ciertas regiones con elementos o est´ımulos negativos para ellas (Passino, 2002).
4.6.1. Algoritmo de quimiotaxis de bacterias simple
Para el modelado del algoritmo de optimizacio´n, basado en el comportamiento quimiota´cti-
co de las bacterias, se hace la suposicio´n de que cada bacteria corresponde a una solucio´n
candidata al problema de optimizacio´n θ que se encuentra en un ambiente que corresponde
al espacio factible de bu´squeda RP . En este caso, el resultado de la funcio´n objetivo ~J(θ)
representa los efectos combinados de atraccio´n y repulsio´n por parte del ambiente en cada
una de las bacterias. Por lo tanto, J representa la cantidad de nutrientes en la posicio´n de
la i-e´sima bacteria.
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Se define un paso quimiota´ctico como un giro seguido de otro giro o un giro seguido de un
desplazamiento recto. En BFOA Passino (2002) establece que la posicio´n actual y nueva de
cada bacteria esta´ dada por: el paso quimiota´ctico, la reproduccio´n de las bacterias y un
evento de eliminacio´n-dispersio´n de las mismas J(θi(j, k, l)). Donde i es el ı´ndice de cada
bacteria, j el ı´ndice del paso quimiota´ctico, k el ı´ndice del paso de reproduccio´n y l el ı´ndice
del evento de eliminacio´n - dispersio´n. Por otra parte, Passino (2002) establece una variable
para el taman˜o del paso quimiota´ctico C(i) y la direccio´n φ(j).
En el algoritmo BFMOA se incorpora una componente social en los movimientos mediante
la produccio´n e intercambio de sen˜ales entre bacterias (Cell-to-cell signaling). En este ca-
so se introducen para´metros que establecen la profundidad (fuerza) y ancho (difusio´n) del
efecto de atraccio´n producido por las bacterias que se encuentran en regiones promisorias.
Adicionalmente, Passino (2002) incluyo´ un efecto de repulsio´n entre bacterias. Este u´ltimo
permite evitar que dos bacterias se ubiquen en la misma posicio´n, ya que esto en la realidad
es f´ısicamente imposible.
BFMOA incluye una componente reproductiva, la cual tiene lugar una vez el nu´mero total de
pasos quimiota´cticos se ha efectuado. As´ı, un grupo de bacterias que han tenido una buena
cantidad de nutrientes se van a dividir en dos sin ser afectados por algu´n tipo de mutacio´n.
Para esto, la poblacio´n es organizada en orden ascendente con base en el valor de la funcio´n
J . Paso seguido, el 50% inferior de las bacterias muere y el otro 50% se divide en dos, las
cuales estara´n ubicadas en la misma posicio´n.
Finalmente, Passino (2002) establece unos eventos de eliminacio´n-dispersio´n en las bacterias.
De acuerdo al autor se considera en orden de relevancia que una bacteria va a tener varios
pasos quimiota´cticos antes de uno de reproduccio´n, y varias generaciones podr´ıan tener
lugar antes que un evento de eliminacio´n-dispersio´n. Estos eventos mantienen el taman˜o
de la poblacio´n y consiste en que, si se elimina una bacteria, esta simplemente se dispersa
a otra locacio´n del dominio de optimizacio´n de forma aleatoria. Para esto se cuenta con
un para´metro que determina la probabilidad de que se presente un evento de eliminacio´n-
dispersio´n. BFMOA termina una vez el ı´ndice l ha alcanzado el nu´mero ma´ximo de eventos.
4.6.2. Optimizacio´n multi-objetivo por Quimiotaxis de Bacterias
Los me´todos de optimizacio´n basados en la quimiotaxis de bacterias han venido cobrando im-
portancia como me´todos para la solucio´n de diferentes problemas complejos en las ciencias y
la ingenier´ıa. Sin embargo, la mayor parte de los trabajos se han concentrado en el desarrollo
de metodolog´ıas para la solucio´n de problemas mono-objetivo, siendo entonces realmente no-
vedosos los me´todos de optimizacio´n multi-objetivo basados en quimiotaxis de bacterias que
se han propuesto, y au´n ma´s, su utilizacio´n y prueba para la solucio´n de diferentes problemas.
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Los precursores fueron Guzma´n et al. (2010), con su algoritmo de optimizacio´n multi-objetivo
propuesto Bacterial Chemotaxis Multi-objetive Optimization (BCMOA). El me´todo propues-
to se baso´ en el uso de un procedimiento de organizacio´n ra´pido por no-dominancia para la
identificacio´n de los frentes Pareto-o´ptimos, la comunicacio´n entre miembros de la colonia
de bacterias y una estrategia quimiota´ctica simple para el movimiento de la bacteria. Este
se presenta en la siguiente seccio´n y corresponde a uno de los algoritmos elegidos para el
desarrollo de esta tesis.
En los an˜os siguientes se han presentado otros algoritmos multi-objetivo. Estos han sido
planteados y probados para la solucio´n de un problema de despacho ele´ctrico (generacio´n
ele´ctrica), el cual es llamado problema de despacho econo´mico y de emisiones (Panigrahi
et al., 2010, 2011; Farhat y El-Hawary, 2011, 2012). Tan solo el me´todo Multi-objective
Bacterial Foraging Optimization (MOBF), propuesto por Niu et al. (2013), fue probado
con la solucio´n de problemas de prueba cla´sicos para nuevas metodolog´ıas de optimizacio´n
propuestas y comparado con los resultados del NSGA-II y MOPSO, similar a como lo hizo
Guzma´n et al. (2010) en su trabajo.
4.6.3. Algoritmo Bacterial Chemotaxis Multi-objetive Optimization -
BCMOA
El algoritmo BCMOA propuesto por Guzma´n et al. (2010) se basa en el comportamiento
quimiota´ctico de la bacteria E.coli para la bu´squeda de alimento impulsadas por el cambio
de gradiente en la concentracio´n de los nutrientes. De igual manera, se basa en los compor-
tamientos sociales de las colonias de bacterias mediante la comunicacio´n de sus miembros,
mientras que para el tratamiento multi-objetivo los autores proponen para la bu´squeda de
los frentes Pareto-o´ptimos el uso de la te´cnica de organizacio´n ra´pida por no-dominancia.
El algoritmo se inicia mediante la generacio´n de una poblacio´n de bacterias ubicadas en
el espacio de bu´squeda de forma aleatoria. Para cada bacteria, los valores de las funciones
objetivo son calculados, donde el valor representa la cantidad de nutrientes presentes en
el ambiente. Esta poblacio´n de N bacterias es clasificada en diferentes frentes Pareto-o´pti-
mos F mediante el me´todo de organizacio´n ra´pida por no dominancia propuesto por Deb
et al. (2002) para el NSGA-II. En este sentido, las bacterias no-dominadas son ubicadas en
el primer frente Pareto-o´ptimo F1 y son consideradas como bacterias fuertes dentro de la
poblacio´n. Las dema´s bacterias (dominadas) son clasificadas en diferentes frentes Pareto-
o´ptimos y son llamadas bacterias de´biles, porque su ambiente es pobre en nutrientes.
El me´todo esta´ soportado en el elitismo, por lo que el comportamiento quimiota´ctico se basa
en una memoria temporal de las bacterias. As´ı, las bacterias fuertes comparan su posicio´n
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actual con la anterior mediante el principio de no-dominancia, y a partir de esto, las bacterias
fuertes reaccionan con uno de dos posibles movimientos:
Entre una posicio´n A y B de las bacterias fuertes en la poblacio´n combinada:
Si la posicio´n A domina a la posicio´n B, la bacteria se movera´ hacia la posicio´n A, y
en ella dara´ un pequen˜o paso (short tumble) en una direccio´n aleatoria sin alejarse de
este punto que tiene una buena concentracio´n de nutrientes.
Si ambas posiciones A y B son no-dominadas, a partir de su posicio´n cada una da un
paso largo (long tumble) en una direccio´n aleatoria.
Como parte de la componente social del algoritmo, las bacterias fuertes producen sen˜ales
indicando que se encuentran en regiones con una buena concentracio´n de alimento. Es as´ı que
las bacterias de´biles seleccionan de forma aleatoria a una bacteria fuerte, se mueve a una
posicio´n cerca a dicha bacteria y luego se mueve de forma recta (swim) en la misma direccio´n
cerca de la posicio´n con buena concentracio´n de nutrientes. Una vez se aplica la estrategia
quimiota´ctica para cada bacteria de la poblacio´n, el paso quimiota´ctico finaliza.
Para la preservacio´n de la diversidad de las soluciones, se utilizo´ el para´metro de densidad
deni propuesto por Tripathi et al. (2007). El ca´lculo del para´metro de densidad de la solucio´n
i se basa en la suma de la distancia con su vecino ma´s cercano en el frente por cada funcio´n
objetivo, y toma´ndolo en orden ascendente. Es decir, tomando como ejemplo la Figura 4-9,
si se toma el orden a, b, ..., g y h, la solucio´n ma´s cercana de a sera´ b, de b sera´ c y
as´ı sucesivamente. As´ı por ejemplo, si las soluciones del frente se organizan respecto f1, e
tendra´ como su vecino inmediato a f, y por lo tanto su diferencia sera´ d1, y el vecino inmediato
de f sera´ g, por lo que la distancia sera´ d2. En el caso de organizar las soluciones respecto a
f2, el vecino ma´s cercano de b sera´ a y de c sera´ b, por lo que las respectivas diferencias sera´n
d3 y d4. Basados en deni se asigna un valor de fitness a cada solucio´n, siendo las soluciones
con mayor valor las mejores soluciones ya que se encuentran en regiones menos ocupadas.
Para completar el paso quimiota´ctico, cada bacteria de´bil elige a las bacterias fuertes entre
el mejor 20% superior de las bacterias organizadas por el para´metro de densidad deni.
En la aplicacio´n de la estrategia quimiota´ctica, el taman˜o del paso de las bacterias es bastante
importante en el funcionamiento del algoritmo (Guzma´n et al., 2010). Es as´ı que en BCMOA
se han definido tres tipos de taman˜os de paso: taman˜o del paso largo (long tumble step size
(LT)), taman˜o del paso corto (short tumple step size (ST)) y paso de nadado (swim step
size (SW)). Para la seleccio´n de estos taman˜os de paso Guzma´n et al. (2010) proponen el
uso de un factor Fac que decrece linealmente entre uno y cero en cada paso quimiota´ctico
de acuerdo a la Ecuacio´n (4-9):
Fac(j) = (CHSmax − j)/CHSmax (4-9)
78
Metodolog´ıa de disen˜o de un motor Jaula de Ardilla de alta eficiencia mediante la
implementacio´n de algoritmos de optimizacio´n bio-inspirados multi-objetivo
f2
f1
a
b
c
d
e
f
g h
d3
d4
d1 d2
orden ascendente
o
rd
e
n
 a
s
c
e
n
d
e
n
te
Figura 4-9.: Medicio´n de la diversidad en BCMOA. Imagen adaptada de Tripathi et al.
(2007)
Donde CHSmax corresponde al nu´mero ma´ximo de pasos quimiota´cticos y j es el ı´ndice del
paso. N es el nu´mero de part´ıculas de la poblacio´n, k el ı´ndice para P variables de decisio´n,
F1(j) el grupo de soluciones no-dominadas, θk(j)strong la posicio´n de una bacteria fuerte
para la variable k y θk(j)weak la posicio´n de una bacteria de´bil para la variable k. Con base
en esta nomenclatura, los pasos esta´n definidos en las Ecuaciones (4-12), (4-11) y (4-13) para
cada variable k de las bacterias.
LTk(j) = 1/N(max(F1(j))k −min(F1(j))k)Fac(j) (4-10)
STk(j) = 0,1LTk(j) (4-11)
SWk(j) = (θk(j)strong − θk(j)weak)Fac(j) (4-12)
Donde max(F1(j))k y min(F1(j))k son los valores ma´ximos y mı´nimos para la variable k
dentro de las soluciones del frente Pareto-o´ptimo F1(j). En la Figura 4-10 se representa el
frente Pareto-o´ptimo F1 y la estrategia quimiota´ctica para un problema con dos objetivos
planteada para BCMOA.
A continuacio´n se presentan los pasos del algoritmo BCMOA (Guzma´n et al., 2010):
Pasos del algoritmo BCMOA
1. Se definen los para´metros del algoritmo: Taman˜o de la poblacio´n N y nu´mero ma´xi-
mo de pasos quimiota´cticos CHSmax. Se inicializa la poblacio´n (j = 1) ubicando las
bacterias de forma aleatoria en el espacio de bu´squeda (θi(j) ∈ RP ).
a) Almacene la posicio´n actual de cada bacteria θi(j) en un archivo llamado Bac.
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Antes del paso quimiotáctico
Después del paso quimiotáctico
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F1
Paso corto Paso recto
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Figura 4-10.: Estrategia quimiota´ctica en BCMOA. Imagen adaptada de Guzma´n et al.
(2010)
b) Calcule el taman˜o de los pasos quimiota´cticos LT (j), ST (j) y SW (j) para cada
variable de cada bacteria.
2. Para cada bacteria del archivo Bac, evalue´ las funciones objetivo para la posicio´n actual
(J(θi(j))) y almacenarlas en el archivo ObjFunVal.
3. Si j = 1, copie los valores de ObjFunVal en un archivo llamado ObjFunV alprev.
4. Clasifique la posicio´n de todas las bacterias basados en el concepto de no-dominancia
sobre J(θ(j)). Almacene cada bacteria todas las bacterias no-dominadas en el primer
frente Pareto-o´ptimo F1(j) y el resto de bacterias (dominadas) en un archivo llamado
Bacdom.
5. Para cada bacteria de F1(j) se genera un vector aleatorio ∆i(j) ∈ RP , donde cada
elemento ∆i(j) con k = 1, 2, . . . , P es un valor aleatorio entre [−1, 1].
6. Para cada bacteria del frente F1(j) compare el valor actual de las funciones objetivo
J(θi(j)) con la solucio´n previa J(θi(j))prev almacenada en el archivo ObjFunV alprev
mediante el principio de no-dominancia.
a) Si θi(j)prev domina θ
i(j) la nueva posicio´n para cada variable esta´ dada por la
Ecuacio´n (4-13).
θik(j + 1) = θ
i
k(j)prev + STk(j)∆
i
k(j) (4-13)
b) Si θi(j) domina θi(j)prev la nueva posicio´n para cada variable esta´ dada por la
Ecuacio´n (4-14).
θik(j + 1) = θ
i
k(j) + STk(j)∆
i
k(j) (4-14)
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c) Si θi(j) y θi(j)prev son no-dominadas, la nueva posicio´n para cada variable esta´ da-
da por la Ecuacio´n (4-15).
θik(j + 1) = θ
i
k(j) + LTk(j)∆
i
k(j) (4-15)
7. Ahora, cada bacteria de´bil θik(j) almacenada en el archivo Bacdom selecciona de forma
aleatoria una bacteria fuerte del frente F1(j) y se mueve de acuerdo a la estrategia
quimiota´ctica planteada para el algoritmo. As´ı, el paso quimiota´ctico esta´ dado por la
Ecuacio´n (4-16).
θik(j + 1) = θ
i
k(j)strong + θ
i
k(j)strongR1k + SWk(j) (4-16)
Donde R1k es un valor aleatorio entre [−0,01, 0,01]
8. Se aplica la estrategia de muros absorbentes. Cuando una bacteria luego del paso
quimiota´ctico sobrepasa las fronteras del espacio de bu´squeda, las cuales esta´n dadas
por los variables ma´ximo y mı´nimo de las variables de decisio´n k, a esta bacteria se le
es asignado el valor ma´ximo posible a dicha variable. Es decir, la bacteria es devuelta
a la ma´xima o mı´nima posicio´n posible respecto a cada variable.
9. ObjFunV alprev=ObjFunVal.
10. Si j ≤ CHSmax, j = j + 1 y regrese al paso 1.a) del algoritmo. De lo contrario, vaya a
10).
11. Detener el algoritmo.
Manejo de las restricciones
Para el algoritmo BCMOA, Guzma´n et al. (2010) proponen un manejo de las restricciones
basado en la penalizacio´n de las funciones objetivo. De esta manera, la funcio´n objetivo es
penalizada por violar una restriccio´n, por lo que esta sera´ igual a la funcio´n objetivo sin ser
penalizada ma´s una penalizacio´n constante. De esta manera, en un problema con mu´ltiples
restricciones, la funcio´n objetivo penalizada final sera´ igual al valor de la funcio´n objetivo
evaluada en cada bacteria por la suma de las penalizaciones correspondientes a todas las
restricciones violadas.
4.7. Funciones de prueba y me´tricas de desempen˜o en
optimizacio´n multi-objetivo
A lo largo del desarrollo de los algoritmos de optimizacio´n multi-objetivo, y por supuesto
los me´todos bio-inspirados, se han planteado un conjunto de problemas de prueba. Estos en
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general se han convertido en mecanismos esta´ndar para investigar el nivel de dificultad y las
caracter´ısticas de los problemas para los cuales el me´todo se desempen˜a bien o mal.
Por otra parte, se han desarrollado me´tricas, las cuales permiten evaluar que´ conjunto de
soluciones encontrado por un me´todo en particular es mejor que otro. En s´ı, las me´tricas
esta´n enfocadas a valorar el rendimiento del me´todo frente a los dos principales objetivos de
la optimizacio´n multi-objetivo: la convergencia y la diversidad de las soluciones del frente
Pareto-o´ptimo (Ver Seccio´n 4.2).
Funciones de prueba
Las funciones de prueba han sido plateadas por distintos autores, y a partir de sus trabajos
se han establecido como funciones esta´ndar para la prueba de nuevos algoritmos de optimi-
zacio´n multi-objetivo. As´ı, normalmente se tienen funciones de prueba sin y con restricciones.
Como parte de las funciones sin restricciones se encuentran por ejemplo las usadas por Deb
et al. (2002), Li (2003) y Guzma´n et al. (2010):
Schaer’s (SCH1)
Fonseca y Fleming (FON) (Fonseca y Fleming, 1998)
Kursawe (KUR) (Kursawe, 1991)
Poloni (POL)
Zitzler-Deb-Thiele(ZDT1, ZDT2, ZDT3 y ZDT4) (Deb, 1999; Zitzler et al., 2000)
Para los problemas con restricciones Deb et al. (2002) y Guzma´n et al. (2010):
SRN
TNK (Tanaka et al., 1995)
WATER
Todas estas funciones de prueba, fueron elegidas y usadas inicialmente por Deb et al. (2002).
Me´tricas de desempen˜o
Al igual que las funciones de prueba, las me´tricas se han planteado y usado por diferentes
autores. Por ejemplo, hay me´todos que evalu´an la convergencia de las soluciones a un frente
Pareto-o´ptimo conocido mediante el ca´lculo del error en las soluciones, la distancia euclidia-
na desde un grupo de puntos de referencia etc. Otras me´tricas se han disen˜ado para evaluar
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la distribucio´n y espaciado de las soluciones sobre un frente Pareto-o´ptimo conocido. Final-
mente, hay otras me´tricas que evalu´an ciertas combinaciones de convergencia y diversidad de
las soluciones: el me´todo de hipervolumen, de cobertura, las me´tricas R, etc. (Branke et al.,
2008).
Un ejemplo de ellas son las presentadas por Deb et al. (2002) y usadas por Li (2003) y
Guzma´n et al. (2010).
Como parte de las me´tricas de convergencia, esta´ la me´trica Υ, en el que se tiene un conjunto
H de 500 soluciones uniformemente distribuidas en el frente Pareto-o´ptimo, y se calcula para
cada solucio´n la distancia euclidiana mı´nima con H, siendo el promedio de esta distancia la
me´trica (Deb et al., 2002). Entre otras, esta´ la me´trica conocida como Me´trica Proximidad
o Distancia Generacional (Li, 2003).
Dentro de las me´tricas de diversidad, Deb et al. (2002) proponen la me´trica ∆, que mide
la distancia euclidiana entre soluciones consecutivas del conjunto Pareto-o´ptimo obtenido
(d1, d2, . . . , dn), el promedio de estas distancias (d¯) y la distancia euclidiana entre los dos
puntos extremos del frente Pareo-o´ptimo real, y las dos soluciones extremas del frente Pareto-
o´ptimo hallado. Figura 4-11, Ecuacio´n (4-17).
Figura 4-11.: Me´trica ∆ de diversidad. Imagen adaptada de Deb et al. (2002)
∆ =
df + dl +
∑N−1
i=1
∣∣di − d¯∣∣
df + dl + (N − 1)d¯
(4-17)
Finalmente, existe un gran nu´mero de me´tricas que se han usado, dentro de las cuales se
destacan por ejemplo la me´trica de Hypervolumen, la cual considera el taman˜o del a´rea
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no dominada en el espacio de funciones como indicador de la diversidad (Zitzler y Thiele,
1998; Zitzler et al., 2003, 2007), y de esparcimiento de Schott (SS) (Knowles y Corne, 2002).
Otras pueden ser la cantidad de soluciones optimas (Li, 2003), los tiempos de ejecucio´n y
complejidad computacional.
5. Metodolog´ıa de disen˜o motor de
induccio´n tipo Jaula de ardilla
Basado en las definiciones contenidas en el diccionario de la Real Academia Espan˜ola, una
metodolog´ıa se podr´ıa definir como el conocimiento de un modo de proceder con orden y
de forma sistema´tica y estructurada, el cual ha sido construido mediante la observacio´n
y el razonamiento de los feno´menos involucrados en tal proceso. En el presente cap´ıtulo
se presentara´ una metodolog´ıa de disen˜o de motores de induccio´n tipo jaula de ardilla de
alta eficiencia mediante la implementacio´n de algoritmos bio-inspirados multi-objetivo de
optimizacio´n. En las primeras secciones se presenta la metodolog´ıa de disen˜o, seguido por el
procedimiento para el ajuste y validacio´n de los modelos matema´ticos usados para el disen˜o
y se presentan los resultados de dicho proceso. Posteriormente, se expone el procedimiento
de optimizacio´n del disen˜o propuesto junto con el problema de optimizacio´n como parte de la
metodolog´ıa de disen˜o, el ajuste de para´metros en los algoritmos de optimizacio´n probados y
el mecanismo de toma de decisio´n planteado. El cap´ıtulo finaliza con los resultados obtenidos
mediante la utilizacio´n de la metodolog´ıa propuesta y el disen˜o teo´rico de un nuevo motor
con eficiencia aumentada.
5.1. Metodolog´ıa de disen˜o de motores de induccio´n tipo
jaula de ardilla basado en me´todos de optimizacio´n
bio-inspirados multi-objetivo
El disen˜o original y la optimizacio´n paso a paso de un dispositivo es en la pra´ctica un pro-
ceso de prueba y error (Hameyer y Belmans, 1999). En el caso de los motores ele´ctricos es
comu´n contar en un principio con un disen˜o teo´rico, el cual ha estado limitado a varias apro-
ximaciones y suposiciones que reducen la precisio´n y exactitud de los resultados obtenidos.
Por lo tanto, estos resultados teo´ricos normalmente son validados mediante la construccio´n
de varios prototipos, los cuales son sometidos a ensayos de laboratorio. Sin embargo, en la
actualidad existen herramientas para desarrollar un modelo de simulacio´n apropiado, con el
cual varios de los aspectos de funcionamiento del motor pueden ser simulados en una compu-
tadora. Esta posibilidad es especialmente u´til en motores con geometr´ıas complejas, donde
el modelo matema´tico omite varios feno´menos f´ısicos presentes en el dispositivo y efectu´a
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suposiciones para poder llegar a un ana´lisis aproximado.
En general, todas las tres aproximaciones ofrecen ciertas ventajas y desventajas y ninguno
de los me´todos es totalmente u´til como u´nica aproximacio´n para el ana´lisis de un dispositivo
como el motor ele´ctrico. Por tal razo´n, para el desarrollo de esta tesis se propuso el uso de las
tres aproximaciones con el fin de garantizar un resultado fiable y al mismo tiempo lograr la
incorporacio´n de un proceso de optimizacio´n bio-inspirado multi-objetivo en la metodolog´ıa
de disen˜o propuesta.
Por lo tanto, para esta tesis de maestr´ıa se propone una metodolog´ıa para el disen˜o de
motores de induccio´n tipo jaula de ardilla de hasta 100kW, baja tensio´n y alta eficiencia
mediante la implementacio´n de algoritmos de optimizacio´n bio-inspirados multi-objetivo.
Esta metodolog´ıa es presentada en la Figura 5-1. La metodolog´ıa propuesta incorpora un
procedimiento para la formulacio´n, ajuste y validacio´n de los modelos matema´ticos del motor
de induccio´n necesarios para su disen˜o y optimizacio´n, un procedimiento de optimizacio´n del
disen˜o dimensional del motor de induccio´n mediante la implementacio´n de algor´ıtmos de
optimizacio´n bio-inspirados multi-objetivo, un proceso de validacio´n por FEM del disen˜o
optimizado y finalmente un proceso de prototipado y ensayos del motor. Este u´ltimo se
encuentra fuera del alcance de la tesis de investigacio´n, sin embargo se contempla como
parte esencial en una metodolog´ıa de disen˜o de un motor de induccio´n tipo jaula de ardilla
En las siguientes sub-secciones se presentan los procedimientos, procesos y resultados de la
metodolog´ıa, la cual fue aplicada en la optimizacio´n del disen˜o de un motor de induccio´n
tipo jaula de ardilla, el cual fue seleccionado como motor base.
5.1.1. Procedimiento para el ajuste y validacio´n de de modelos
matema´ticos del motor de induccio´n tipo jaula de ardilla
Con base en la metodolog´ıa de disen˜o propuesta, se incorporo´ un procedimiento para el ajuste
de los modelos matema´ticos del motor de induccio´n tipo jaula de ardilla. Esta propuesta se
presenta en la Figura 5-2
El procedimiento inicia con unos datos constructivos y de funcionamiento de un motor de
induccio´n tipo jaula de ardilla conocido, el cual es seleccionado como caso base. A continua-
cio´n se sigue con una componente experimental mediante ensayos tipo y de eficiencia hechos
por norma. Una vez se tienen estos datos experimentales se formulan, ajustan y validan
dos modelos matema´ticos del motor de induccio´n: modelo por FEM y modelo por circui-
to equivalente. Los resultados de la componente experimental, de simulacio´n y teo´ricos son
comparados en un proceso iterativo, de tal manera que se obtengan resultados de potencia,
pe´rdidas y eficiencia comparables y con errores por debajo del 10% respecto al deslizamien-
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Figura 5-1.: Metodolog´ıa de disen˜o de un motor de induccio´n tipo jaula de ardilla basado
en me´todos de optimizacio´n bio-inspirados multi-objetivo
to de la ma´quina. A continuacio´n se presentan las caracter´ısticas de estas componentes del
procedimiento.
Componente experimental: Ensayos de eficiencia por IEC60034-2-1
Se partio´ de un ana´lisis experimental basado en la ejecucio´n de ensayos para el ana´lisis de
motores reales a partir de la norma IEC60034-2-1, cuyo procedimiento fue presentado en la
Seccio´n 3.1. Como ya se ha mencionado, en los ensayos de eficiencia por el me´todo escogido
se requiere de una especial atencio´n con la instrumentacio´n usada y procedimiento efectuado.
As´ı, se hicieron ensayos a motores de 2 y 4 polos, potencias entre 3HP y 30HP y eficiencias
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Figura 5-2.: Procedimiento para la formulacio´n, ajuste y validacio´n de los modelos ma-
tema´ticos del motor de induccio´n tipo jaula de ardilla
con clasificacio´n IE2 e IE0. Se completaron 54 ensayos diferentes, mediante los cuales se
ajusto´ el procedimiento de ensayo implementado. Para esto, se compararon los resultados
obtenidos con los declarados por el fabricante en las fichas te´cnicas de dichos motores. En
la Tabla 5-1 se presenta el resumen de los motores ensayados y el resultado de eficiencia
medido y declarado en la ma´quina por el fabricante.
A partir de estos resultados, se logro´ obtener mediciones con un error medio menor al 2.5%
respecto al valor declarado por el fabricante, razo´n por la cual se validaron los ensayos y
ca´lculos hechos para la determinacio´n de la eficiencia y por ende las pe´rdidas segregadas en
la ma´quina como punto de referencia en la elaboracio´n de los modelos teo´ricos.
Componente teo´rica: Modelo matema´tico del motor de induccio´n
En una metodolog´ıa de disen˜o de un motor de induccio´n, la componente experimental co-
rresponder´ıa al u´ltimo paso del disen˜o, en el que se valida el funcionamiento del nuevo motor
mediante la fabricacio´n y prueba de un prototipo. Sin embargo, este proceso es lento y cos-
toso, por lo que la utilizacio´n de un me´todo anal´ıtico para la verificacio´n de un nuevo disen˜o
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Tabla 5-1.: Pruebas realizadas mediante IEC60034-2-1. Resultados de eficiencia
Clasificacio´n IE/Eficiencia (%)
IE0 IE2
Potencia/Polos 2 4 2 4
Hp kW NP TS ER NP TS ER NP TS ER NP TS ER
2 1,5 – – – 76,7 73,2 4,6 84,0 82,6 1,6 84,0 83,1 1,0
3 2,2 80,9 78,1 3,5 80,0 77,4 3,3 85,5 83,4 2,4 87,6 88,6 1,1
4 3,0 82,4 82,4 0,04 82,9 80,4 3,0 87,5 86,7 0,9 87,5 87,0 0,6
5 3,7 80,5 77,5 3,7 83,9 81,6 2,8 87,5 85,6 2,1 87,5 87,4 0,1
6,6 4,9 80,7 77,8 3,6 84,9 81,5 4,0 – – – – – –
7,5 5,6 84,2 81,9 2,8 86,4 84,4 2,4 88,5 87,4 1,3 89,5 89,1 0,4
10 7,5 85,9 85,9 0,02 85,5 83,3 2,6 89,8 89,9 0,1 89,5 88,9 0,6
12 9,0 86,8 84,8 2,3 85,7 87,4 2,0 – – – – – –
15 11 86,5 84,5 2,3 87,5 87,5 0,03 90,2 87,8 2,7 91,0 89,8 1,3
20 15 – – – 88,2 88,2 0,05 – – – 91,0 89,5 1,7
25 19 85,5 83,4 2,5 89,9 88,4 1,7 91,0 89,4 1,7 92,4 91,7 0,7
30 22 88,5 86,8 1,9 – – – 91,0 90,3 0,7 – – –
35 26 88,9 89,0 0,1 89,8 88,3 1,7 – – – – – –
40 30 89,8 89,9 0,1 89,8 88,3 1,6 91,7 90,9 0,8 93,0 91,5 1,6
50 37 90,4 90,4 0,02 90,9 89,6 1,5 92,4 91,3 1,2 93,0 92,1 0,9
60 45 90,7 90,7 0,01 91,4 92,2 0,9 – – – 93,6 92,1 –
75 56 91,3 91,4 0,1 92,0 90,9 1,2 – – – – – –
Error medio 1,5 2,1 1,4 0,9
NP Valor placa de caracter´ısticas fabricante
TS Valores obtenidos de ensayo
ER Error relativo en%
se hace necesario. Normalmente se usa el me´todo de los elementos finitos, el cual fue presen-
tado en la Seccio´n 3.2. Se propuso el uso de FEM como una forma de representar actividades
reales (ensayos y mediciones) en un laboratorio ficticio (computadora) Hameyer y Belmans
(1999). Sin embargo, debido al elevado procesamiento computacional de FEM y los proce-
sos iterativos en lo que se basan los me´todos de disen˜o y optimizacio´n, el procedimiento de
optimizacio´n como parte de la metodolog´ıa de disen˜o se baso´ en un el modelo anal´ıtico por
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circuito equivalente del motor.
En la Figura 5-2 se parte de un caso base (disen˜o de motor conocido) para obtener a partir
de ensayos de laboratorio datos de funcionamiento, pe´rdidas y eficiencia de la ma´quina. De
igual forma, con la geometr´ıa conocida e informacio´n de los materiales usados en ese disen˜o
base, se elabora el modelo por FEM, el cual es revisado y ajustado mediante comparaciones
con los datos reales obtenidos de los ensayos. Finalmente, un modelo anal´ıtico basado en el
circuito equivalente del motor es implementado con base en las dimensiones y caracter´ısticas
del motor con que se ha venido desarrollando este proceso; los resultados obtenidos mediante
este modelo son revisados y ajustados mediante comparaciones con el modelo por FEM y los
ensayos hechos de forma experimental. Una vez los modelos arrojan resultados aceptables
desde el punto de vista comparativo (Errores relativos menores al 10%), el modelo anal´ıtico
por el circuito equivalente es usado en la metodolog´ıa de disen˜o de un motor de induccio´n tipo
jaula de ardilla basado en me´todos de optimizacio´n bio-inspirados multi-objetivo, propuesto
en esta tesis, y que se explicara´ en las siguientes secciones. Sin embargo, los resultados
arrojados por esta metodolog´ıa de disen˜o sera´n validados con un me´todo de mayor precisio´n
al anal´ıtico, como lo es FEM (Cap´ıtulo 2).
Mecanismo de comparacio´n entre los me´todos teo´ricos, por simulacio´n y
experimentos
Para el desarrollo de la metodolog´ıa global para la formulacio´n y validacio´n de los modelos,
se planteo´ la comparacio´n de los mismos a trave´s de los valores de pe´rdidas y eficiencia
de la ma´quina. Sin embargo, vale la pena recordar el flujo de potencia de la ma´quina y
componentes de pe´rdidas en la misma Figura 5-3.
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Figura 5-3.: Flujo de potencia y componente de pe´rdidas en el motor de induccio´n
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El flujo de potencia del motor se puede dividir en potencia de entrada, potencia de salida,
componente de pe´rdidas convencionales y pe´rdidas adicionales en carga. Las pe´rdidas con-
vencionales de acuerdo a la norma IEC se dividen en pe´rdidas en carga y constantes. Las
pe´rdidas en carga corresponden a las pe´rdidas por efecto joule en los conductores del estator
y rotor. Las pe´rdidas constantes corresponden a las pe´rdidas magne´ticas en los nu´cleos y
meca´nicas por ventilacio´n y friccio´n en el motor. Las pe´rdidas adicionales en carga esta´n
conformadas por un conjunto de pe´rdidas presentes en la ma´quina que son dif´ıciles de me-
dir, las cuales son atribuidas a componentes armo´nicas presentes en el campo magne´tico
generado en el motor. Sin embargo, en la parte experimental del ana´lisis de los motores, las
pe´rdidas adicionales en carga tambie´n reciben contribuciones de las diferencias o errores en
la medicio´n de las pe´rdidas convencionales.
Ahora, en los modelos por elemento finitos y por circuito equivalente del motor, no se consi-
deran de forma impl´ıcita dos componentes de pe´rdidas: las pe´rdidas meca´nicas y las pe´rdidas
adicionales en carga. Es por esto que, para la comparacio´n de la eficiencia obtenida entre
los me´todos, se consideran u´nicamente las componentes convencionales de pe´rdidas menos
las pe´rdidas meca´nicas del motor. Es decir, la eficiencia calculada con los me´todos teo´ricos
estara´ dada por la razo´n entre la llamada potencia meca´nica interna y la potencia de entrada.
Sin embargo, para el ca´lculo de la eficiencia mediante las mediciones en laboratorio hechas por
la norma IEC60034-2-1, se deben considerar las pe´rdidas adicionales en carga, especialmente
por la necesidad de compensar los errores de medicio´n impl´ıcitos en las pruebas. De esta
forma, la potencia meca´nica interna del motor estara´ dada por la potencia de salida menos las
pe´rdidas meca´nicas del motor, y el valor de eficiencia comparativo con los me´todos teo´ricos,
se calcula con este valor de potencia.
5.1.2. Procedimiento de optimizacio´n del disen˜o de motores de
induccio´n tipo jaula de ardilla mediante me´todos bio-inspirados
multi-objetivo y el modelo por circuito equivalente
En el disen˜o de los motores de induccio´n hay comu´nmente diferentes factores y caracter´ısti-
cas en el disen˜o. Dentro de los factores que ma´s influyen en el disen˜o de una ma´quina de
induccio´n se encuentra el costo, los materiales, las especificaciones normalizadas y ciertos
factores especiales en el disen˜o. Por otra parte, las mayores caracter´ısticas en el disen˜o de un
motor de induccio´n pueden ser divididas en cinco a´reas: disen˜o ele´ctrico, disen˜o magne´tico,
disen˜o del aislamiento, disen˜o te´rmico y disen˜o meca´nico (Boldea y Nasar, 2010)
Para la propuesta del procedimiento de optimizacio´n del disen˜o se tomo´ como referencia la
metodolog´ıa general presentada por Chun et al. (2008), la cual fue modificada para incluir co-
mo parte de esta tesis de investigacio´n una fase de optimizacio´n bio-inspirada multi-objetivo
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en el proceso de disen˜o. La metodolog´ıa se muestra en la Figura 5-4 y fue implementada
mediante co´digo en Matlab.
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Figura 5-4.: Procedimiento de optimizacio´n del disen˜o del motor de induccio´n tipo jaula de
ardilla
Este procedimiento se planteo´ para efectuar el disen˜o ele´ctrico y magne´tico del motor de
induccio´n, considerando la eficiencia, el costo y los requerimientos dados por norma a trave´s
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de la formulacio´n de un adecuado problema de optimizacio´n. Los disen˜os te´rmico y meca´nico
del motor no se consideran en este procedimiento. El procedimiento de optimizacio´n del
disen˜o se explica a continuacio´n
1. El procedimiento inicia con la definicio´n de diferentes aspectos del disen˜o: tensio´n
nominal, nu´mero de polos, potencia nominal, tipo de bobinado, eficiencia deseada,
factor de potencia y caracter´ısticas de funcionamiento tales como la corriente nominal,
corriente de arranque, par de arranque y par ma´ximo del motor.
2. En este paso del procedimiento las dimensiones geome´tricas y caracter´ısticas construc-
tivas son introducidas. Algunas de ellas son constantes y se cargan como para´metros
de disen˜o. Otras dimensiones son cargadas como de un vector de variables de decisio´n
definido. Las dimensiones restantes se calculan a partir de los valores de los para´metros
y variables ya introducidos. En este paso la densidad media de flujo magne´tico en el
entrehierro tambie´n es asignado a partir del vector de variables de decisio´n. Adicio-
nalmente, se deben incluir datos relacionados con el costo de fabricacio´n del motor
(problema multi-objetivo), es as´ı que valores del precio espec´ıfico del material se deben
incluir como para´metros de entrada al procedimiento.
3. El nu´mero de espiras del bobinado, calibre de los conductores (para garantizar el factor
de relleno) y en general las caracter´ısticas del bobinado en el estator son calculados.
As´ı, en este paso todas las dimensiones y caracter´ısticas constructivas deben quedar
definidos y ajustados.
4. Con las dimensiones geome´tricas del estator y rotor definidas en el paso 3), se calculan
los para´metros del circuito magne´tico del motor, para luego hallar la corriente de
magnetizacio´n y factores de saturacio´n en los materiales ferromagne´ticos del motor.
Para esto se debe tener la curva de magnetizacio´n del material utilizado en los nu´cleos
del motor.
5. Con las dimensiones geome´tricas, caracter´ısticas del bobinado, corriente de magneti-
zacio´n y factores de saturacio´n en la ma´quina se calculan los para´metros del modelo
de circuito equivalente por fase del motor induccio´n: resistencia por fase del estator,
inductancia de dispersio´n en el estator, resistencia por fase de la jaula de ardilla, in-
ductancia de dispersio´n de la jaula de ardilla e inductancia de magnetizacio´n de la
ma´quina.
6. Mediante el circuito equivalente se calcula la corriente nominal del motor, el factor de
potencia, la potencia ele´ctrica de entrada, las pe´rdidas por efecto joule en el bobinado
del estator y la jaula de ardilla y las pe´rdidas magne´ticas. Con la potencia de entrada
y salida halladas, se determina el valor de eficiencia del motor. En este mismo paso,
con las dimensiones de la ma´quina y caracter´ısticas del bobinado se calculan las masas
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del hierro, cobre y aluminio usado en las partes activas del motor. Con la cantidad
de material usado y el costo espec´ıfico del material, se calcula el costo de las partes
activas del motor.
7. Mediante el circuito equivalente se calculan caracter´ısticas de funcionamiento del motor
tales como el par nominal de funcionamiento, el deslizamiento nominal, corriente de
arranque, par de arranque y par ma´ximo del motor.
8. Con los valores de eficiencia, costo de las partes activas del motor y caracter´ısticas de
funcionamiento del motor se utiliza un algoritmo de optimizacio´n bio-inspirado multi-
objetivo con restricciones para la clasificacio´n de los disen˜os candidatos a ser o´ptimos
en frentes Pareto-o´ptimos y buscar los mejores disen˜os del motor. As´ı, se tiene un disen˜o
candidato por cada elemento de la poblacio´n del algoritmo bio-inspirado elegido. ¿Se
alcanzo´ el nu´mero ma´ximo de iteraciones del algoritmo de optimizacio´n?
a) NO, se regresa al paso 2) del procedimiento de optimizacio´n del disen˜o con el
fin de asignar nuevas variables de decisio´n al modelo teo´rico del motor y probar
nuevos disen˜os candidatos a ser o´ptimos.
b) SI, se termina el proceso de disen˜o y obtiene un conjunto de soluciones Pareto-
o´ptimas.
9. Mediante un mecanismo de toma de decisio´n, se selecciona del mejor frente Pareto-
o´ptimo, el disen˜o o´ptimo del motor de induccio´n tipo jaula de ardilla de alta eficiencia.
Dentro de los pasos mencionados anteriormente se encuentra un gran nu´mero de ecuacio-
nes interrelacionadas, que poco a poco se van constituyendo en el gran modelo matema´tico
que representa al motor (Nieves y Robles, 1995). Estas ecuaciones fueron presentadas en
la Seccio´n 3.3 del Cap´ıtulo 3; los algoritmos de optimizacio´n propuestos para el paso 8) se
presentaron en el Cap´ıtulo 4, mientras que el problema de optimizacio´n se presentara´ en las
siguientes secciones.
Las metodolog´ıas fueron probadas y validadas enUN motor seleccionado de los 54 ensayados
como parte de la componente experimental de la tesis. El motor se selecciono´ con base en:
Es un motor con una alta demanda en el mercado nacional de acuerdo a datos del
fabricante.
Por su disen˜o con eficiencia IE2 presenta un alto costo de fabricacio´n.
Para los motores de menor potencia y nu´mero de polos es ma´s complicado su mejorar
su eficiencia, por lo que sus valores de clasificacio´n son menores y los rangos para pasar
entre niveles de clasificacio´n es mayor (IEC60034-30, 2008). Por lo tanto, el potencial
de mejora es ma´s atractivo.
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De acuerdo al fabricante, el disen˜o del motor comparte caracter´ısticas con motores
de otras potencias y nu´mero de polos del mismo taman˜o constructivo, por lo que la
metodolog´ıa propuesta podra´ ser extendida y probada con estos motores fa´cilmente.
Por su taman˜o constructivo y potencia nominal ofrece una relativa facilidad para la
reproduccio´n, repeticio´n y comprobacio´n de los resultados obtenidos.
Se conto´ con informacio´n constructiva y de materiales usados en su fabricacio´n.
la potencia y nu´mero de polos ha sido trabajada o es similar a la usada por otros
autores en trabajos en la misma a´rea de investigacio´n.
5.2. Motor de induccio´n seleccionado como caso base
para ser re-disen˜ado mediante la metodolog´ıa
propuesta
Se selecciono´ un motor de induccio´n tipo jaula de ardilla de 5HP (3.7 kW) 2 polos y eficiencia
IE2. En la Tabla 5-2 se presentan las caracter´ısticas nominales del motor.
Del motor se cuenta con los planos correspondientes a la geometr´ıa de ranura del estator y
rotor, dimensiones del anillo de corto circuito, esquema de bobinado y datos constructivos y
de materiales requeridos para obtener el modelo del motor.
5.2.1. Caracter´ısticas constructivas del motor
Son consideradas partes activas del motor todas aquellas que permiten la conduccio´n de
corrientes ele´ctricas o campos magne´ticos, y por lo tanto son responsables del funcionamiento
del motor. En las siguientes partes del documento se relacionan las principales caracter´ısticas
constructivas del motor y los materiales usados en el mismo.
Geometr´ıa de las la´minas magne´ticas
El motor seleccionado pertenece al taman˜o constructivo IEC 112M. La geometr´ıa de la
la´mina del estator y rotor se presenta en la Figura 5-5.
Esquema de bobinado del motor seleccionado
En la pra´ctica se emplean diferentes tipos de bobinado en el disen˜o de los motores ele´ctricos.
La seleccio´n de uno u otro depende de las caracter´ısticas constructivas y de funcionamiento
deseado en la ma´quina. En el caso de los motores de menor potencia, un esquema conce´ntrico
es comu´nmente utilizado. Es as´ı que, en el motor seleccionado, el bobinado es conce´ntrico
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Tabla 5-2.: Caracter´ıstica del motor ele´ctrico seleccionado (placa)
Motor 2P, 5.0HP, IE2
Caracter´ıstica Unidad Valor
Potencia nominal (meca´nica) HP 5
kW 3,7
Tensio´n nominal V 220/440
Conexio´n – YY/Y
Corriente nominal A 13,2/6,6
Factor de potencia – 0,85
Eficiencia % 87,5
Clase IE – IE2
Factor de servicio – 1,15
Nu´mero de polos – 2
Velocidad nominal rpm 3535
Deslizamiento pu 0,018
Par nominal (Tn) Nm 10,1
Par de arranque (Ta/Tn) – 4,3
Corriente de arranque (Ia/In) – 9,7
Forma constructiva – IMB3
Frame IEC – 112M
Clase te´rmica – F
Proteccio´n meca´nica – IP55
con conexio´n por polos. Esto significa que en el estator el nu´mero de grupos de bobina va a
ser igual al nu´mero de polos de la ma´quina (2p) 1. El esquema de bobinado se puede ver en
la Figura 5-6.
1En un esquema conce´ntrico con conexio´n por polos consecuentes, el nu´mero de grupos de bobina va a ser
igual a el nu´mero de pares de polos p
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Figura 5-5.: Geometr´ıa de la la´mina del estator y rotor motor 3.7kW 2Polos
Figura 5-6.: Esquema de bobinado conce´ntrico y con conexio´n por polos de un motor de 2
polos
5.2.2. Materiales usados en el motor seleccionado
En la construccio´n de un motor tipo jaula de ardilla se utilizan diferentes materiales. Estos
var´ıan dependiendo del disen˜o del motor, fabricante, potencia nominal, nivel de tensio´n,
clase de proteccio´n IP etc. Sin embargo, estas ma´quinas ele´ctricas requieren de dos tipos de
materiales ba´sicos para su funcionamiento: materiales con alta permeabilidad magne´tica y
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con alta conductividad (Boldea y Nasar, 2010). Las caracter´ısticas de los materiales utilizados
para la elaboracio´n del modelo se presentan a continuacio´n.
La´mina magne´tica usada en los nu´cleos del estator y rotor
Existen diferentes tipos de la´mina magne´tica. En los motores de induccio´n comu´nmente se
utiliza la la´mina magne´tica de granulo no orientado. La referencia de la la´mina de acuerdo
a sus pe´rdidas magne´ticas y espesor es la M530 – 50A segu´n la norma DIN EN 10106 1996.
La curva de magnetizacio´n (polarizacio´n magne´tica) de la la´mina usada para la elaboracio´n
del modelo, se presenta en la Figura 5-7.
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Figura 5-7.: Curva de magnetizacio´n la´mina M530-50A
Para efectos de la elaboracio´n de un modelo confiable del motor, fue necesaria la informacio´n
del material incluida en la Tabla 5-3.
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Tabla 5-3.: Caracter´ısticas adicionales la´mina M530-50A
Tipo de
la´mina
Densidad Pe´rdidas ma´ximas Resistividad Espesor Factor de
apilamientokg/m3 W/kg (1.5[T]/60Hz) Ω.m mm
M530-50A 7700 6,72 3,6× 10−7 0,5 0,985
Caracter´ısticas del cobre y aluminio usado en el bobinado y la Jaula de Ardilla del
motor
El motor esta´ fabricado con alambre de cobre para las bobinas del estator y aluminio para
la Jaula de Ardilla en el rotor. En la Tabla 5-4 se presentan las principales caracter´ısticas
de los alambres redondos de cobre, y en la Tabla 5-5 las del aluminio utilizado. El alambre
de cobre redondo esta´ fabricado bajo la norma NEMA MW-1000 y NTC361.
Tabla 5-4.: Caracter´ısticas del cobre usado en las bobinas del estator
Calibre
Alambre desnudo Alambre aislado Resistencia
dc a 20◦C
Resistividad
dc a 20◦CDia´metro nominal Dia´metro Ma´ximo
AWG mm mm Ω/km Ω.m
18 1,024 1,110 20,93 1,72× 10−8
19 0,912 0,993 26,39 1,72× 10−8
20 0,813 0,892 33,21 1,72× 10−8
21 0,724 0,800 41,88 1,72× 10−8
22 0,643 0,714 53,09 1,72× 10−8
23 0,574 0,643 66,63 1,72× 10−8
24 0,511 0,577 84,07 1,72× 10−8
Tabla 5-5.: Caracter´ısticas del aluminio usado en la inyeccio´n de la Jaula de Ardilla
Caracter´ıstica
Resistividad dc a 20◦C
Ω.m
Aluminio al 99,5% de pureza 2,78× 10−8
La densidad del cobre y aluminio es de 8891kg/m3 y 2700kg/m3 respectivamente.
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5.3. Simulacio´n del motor base seleccionado por el
me´todo de los elementos finitos
Con base en la teor´ıa presentada en la Seccio´n 3.2 del Cap´ıtulo 3, se elaboro´ el modelo por
FEM del motor seleccionado. Para este fin, se utilizo´ el software de simulacio´n FLUX 11.1,
2D (CEDRAT design solutions for electrical engineering http://www.cedrat.com/, Francia) .
Para el desarrollo de este modelo en el software, se utilizo´ la aplicacio´n magne´tica AC 2D
en estado estable con H normal 2.
Como parte del pre-proceso se parametrizo´ y construyo´ la geometr´ıa del motor utilizando
los conceptos ya mencionados en la Seccio´n 3.2 del Cap´ıtulo 3. En este caso, consideran-
do la simetr´ıa perio´dica de la geometr´ıa, el esquema de bobinado y el campo magne´tico,
se decidio´ hacer el modelo de 1/2 geometr´ıa (180◦C). Posteriormente se definieron los do-
minios, fronteras, materiales y caracter´ısticas f´ısicas del modelo. En este mismo paso, se
construyo´ el circuito externo al modelo FEM-2D, y calcularon los para´metros mediante las
ecuaciones presentadas en la Seccio´n 3.3 del Cap´ıtulo 3.
Paso seguido se construyo´ la malla del dominio. Para esto, se especifico´ la densidad de la malla
mediante puntos y l´ıneas de malla. Con los puntos de malla, Flux ajusta la distribucio´n de
nodos entre dos puntos geome´tricos. Mientas que con las l´ıneas de malla, una l´ınea geome´trica
es dividida en un nu´mero predeterminado de segmentos, y los nodos son ubicados en los
finales de los segmentos en la l´ınea. Se crearon cinco puntos de malla de acuerdo a los
requerimientos del problema. Estos se presentan en la Tabla 5-6.
Tabla 5-6.: Puntos para la generacio´n del enmallado
Nombre Descripcio´n Valor (mm)
MRTOP Parte superior de la barra del rotor 0,8
MSBOT Parte inferior de la ranura del estator 2
MAIRGAP A trave´s del entrehierro 1
MSOD Dia´metro externo del estator 7
MRID Dia´metro interno del rotor 6
Con estos puntos de malla, se obtuvieron las siguientes estad´ısticas de malla:
Nu´mero de nodos: 45.080
2Steady State AC Magnetic 2D with H normal (Flux 2D solver)
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Nu´mero de elementos: 22.494
La geometr´ıa de este modelo y el enmallado se presentan en la Figura 5-8 y Figura 5-9.
Figura 5-8.: Geometr´ıa del motor seleccionado
Figura 5-9.: Enmallado del motor seleccionado
Para el pos-proceso del problema, se calcularon las pe´rdidas del motor que se presentan en
la siguiente seccio´n.
5.4. Resultados del proceso de formulacio´n y ajuste de los
modelos matema´ticos del motor de induccio´n
Sobre la ma´quina se efectuaron ensayos de acuerdo a la norma IEC60034-2-1 y se modelo´ y
simulo´ mediante FEM y por el circuito equivalente del motor. Los resultados son presentados
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en la Figura 5-10.
Figura 5-10.: Pe´rdidas y eficiencia en motor 3.7kW, 2 polos y eficiencia IE2 por tres me´todos
de ana´lisis
Los resultados experimentales y teo´ricos se compararon en magnitud respecto a la potencia
de entrada, pe´rdidas por efecto joule en el estator y el rotor, pe´rdidas magne´ticas, pe´rdidas
totales y la eficiencia del motor. Las pe´rdidas se calcularon en watios y la eficiencia en por-
centaje y fueron halladas para un deslizamiento entre el 0,005 y 0,03. Lo anterior tomando
en cuenta lo expuesto en la Seccio´n 5.1.1.
Los errores relativos entre los valores de las curvas fueron calculados, y son presentados en
la Figura 5-11 y resumidos en la Tabla 5-7.
A estos resultados se llego´ luego de todo un proceso de ajuste de los modelos teo´ricos. Se
identifico´ la importancia de un correcto ca´lculo de las impedancias del circuito externo que
simulan los efectos de borde. Esto principalmente con el ca´lculo de la impedancia de la re-
sistencia e inductancia del anillo de corto circuito en el rotor.
Para el proceso de ajuste, el error relativo fue calculado para un deslizamiento entre 0.005 y
0.03, tomando como valor de referencia las mediciones hechas en los ensayos. En este sentido,
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Figura 5-11.: Plot results with three methods of analysis
Tabla 5-7.: Errores relativos entre me´todos de ana´lisis
Pe´rdidas analizadas Error relativo Max. [%] Error relativo promedio [%] Error relativo [%] slip=0.018
TS*/AN TS*/FE FE*/AN TS*/AN TS*/FE FE*/AN TS*/AN TS*/FE FE*/AN
Potencia de entrada 5,3 5,3 3,1 1,4 -1,0 2,3 1,0 -1,6 2,6
Pe´rdidas por efecto joule estator -14,4 -12,9 -7,7 -4,6 0,4 -5,0 -2,0 2,9 -5,0
Pe´rdidas electromagne´ticas 6,1 3,2 3,0 3,2 2,2 1,1 3,0 2,1 0,9
Pe´rdidas por efecto joule rotor 14,6 14,0 3,6 5,0 2,3 2,8 2,4 -0,5 2,9
Sumatoria de pe´rdidas 2,3 2,6 1,3 1,2 1,4 -0,3 1,1 1,9 -0,8
Eficiencia 1,8 1,3 0,6 0,2 0,02 0,2 1,0 0,6 0,4
* Valores de referencia
TS: Resultados por IEC60034-2-1
FE: Resultados por FEM
AN: Resultados por circuito equivalente
los errores fueron menores al 15% y el error relativo medio fue menor al 5%. Los mayores
errores se presentaron para valores bajos de deslizamiento, mientras que el menor error se
obtuvo cerca a los valores nominales de deslizamiento. Para el deslizamiento nominal de
0.018, el error relativo medio fue menor al 5%, lo cual dio como resultado un proceso de
ajuste de los modelos teo´ricos usados frente a los resultados experimentales satisfactorio.
Con lo anterior, se establecieron las bases para el uso del modelo por circuito equivalente en
la metodolog´ıa de disen˜o propuesta y la verificacio´n del disen˜o optimizado mediante FEM,
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considerando la imposibilidad de la fabricacio´n de prototipos y ejecucio´n de ensayos sobre
este nuevo disen˜o.
5.5. Formulacio´n del problema de optimizacio´n
Como se menciono´ al comienzo del cap´ıtulo, la eficiencia se ha convertido en uno de los
objetivos primordiales en el disen˜o de un motor de induccio´n tipo jaula de ardilla, aun si
el costo del motor se incrementa. Sin embargo, el costo tanto de las partes activas como
de fabricacio´n es de gran importancia para la industria. Comu´nmente los problemas de op-
timizacio´n consideran de forma separada a la eficiencia o el costo como funciones objetivo
(Boldea y Nasar, 2010), aun siendo objetivos conflictivos. Es por esto que para la presente
investigacio´n se planteo´ un problema de optimizacio´n multi-objetivo en el cual se desea ma-
ximizar la eficiencia energe´tica del motor de induccio´n tipo jaula de ardilla minimizando al
mismo tiempo el costo de las partes activas del motor.
La formulacio´n general de un problema de optimizacio´n multi-objetivo se presento´ en la
Seccio´n 4.3 del Cap´ıtulo 4. Con base en lo planteado en ese cap´ıtulo, en los trabajos hechos
por Sakthivel et al. (2010d,f,a); Sakthivel y Subramanian (2011a,b) con problemas mono-
objetivo, las recomendaciones hechas por Boldea y Nasar (2010) y el proceso de ajuste
desarrollado para la formulacio´n de la metodolog´ıa de disen˜o propuesta, a continuacio´n se
plantea el problema de optimizacio´n que se propone para la metodolog´ıa de disen˜o.
5.5.1. Funciones objetivo
Considerando el problema de optimizacio´n planteado se considera por lo tanto la minimiza-
cio´n de M = 2 funciones objetivos que corresponden a:
El negativo de la eficiencia energe´tica del motor (f1)
El costo del material usado en las partes activas (f2)
Por lo tanto, se debe minimizar:
~y = ~F (~x) = [f1 (~x) , f2 (~x)]
T
Las ecuaciones para el ca´lculo de las funciones objetivo son presentadas en la Ecuacio´n (5-1)
y la Ecuacio´n (5-2).
f1 (~x) = −η = −
Pout
Pin
100% =
Ploss − Pin
Pin
100% (5-1)
f2 (~x) = Ccu(Mcu) + Cal(Mal) + Ci(Msiy +Msit +Mriy +Mritt +Mritb) (5-2)
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El ca´lculo de Pin, Ploss y Pout fue presentado en la Seccio´n 3.3 del Cap´ıtulo 3 a partir de las
ecuaciones del modelo por circuito equivalente del motor.
El ca´lculo de la masa de los materiales (Mcu,Mal,Msiy,Msit,Mriy,Mritt,Mritb) para el motor
seleccionado esta´ dado por las Ecuaciones (5-3) a (5-7) para la la´mina magne´tica, la Ecuacio´n
(5-8) para el cobre y las Ecuaciones (5-9) a (5-11) para el aluminio. La masa de los materiales
se calcula a partir de la geometr´ıa de las la´minas, las caracter´ısticas del bobinado y la jaula
de ardilla. Estas ecuaciones se presentan a continuacio´n y las variables y para´metros usados
son relacionados en la lista de s´ımbolos del documento.
Masa de la la´mina magne´tica
Msiy = πdilhsy(Dsi + 2hss + hsy) (5-3)
Msit = dil
[
πhss(Dsi + hss)−Ns
(
π
4
b2ss1
2
+ (bss1 + bss2) · · ·
· · · (hss − rss1 − rss2a − rss2b − hsso)
2
+ bss2rss2a + bssorss2b + bssohsso
)]
(5-4)
Mriy = πdilhry(Dro − 2hrso − 2hrs − hry) (5-5)
Mritb = dil
[
πhrs(Dro − 2hrso − hrs)−Nr
(
π
4
b2rs1 + b
2
rs2
2
+ · · ·
· · ·+ (brs1 + brs2)(hrs − brs1/2− brs2/2)
2
)]
(5-6)
Mritt = πdilhrso(Dro − hrso) (5-7)
Masa del cobre
Mcu = 3dcu(Ntppltw)(Scu) (5-8)
Masa del aluminio
Mal = Mb +Mer (5-9)
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Mb = dalNrlSb (5-10)
Mer = 2dalπ/4ter(D
2
ero −D2eri) (5-11)
5.5.2. Variables de decisio´n
Una variable es una magnitud que representa una caracter´ıstica en el modelo del problema
de optimizacio´n. En el caso del problema multi-objetivo, esta variable puede tomar un valor
de forma aleatorio dentro de los l´ımites superior e inferior especificados para dicha magnitud.
Ahora, el motor de induccio´n es una ma´quina compleja, por lo que a partir de la definicio´n y
comportamiento del modelo matema´tico se establecen las variables de decisio´n que se espera
permitan llegar a una adecuada solucio´n al problema de optimizacio´n. Por lo tanto, en esta
tesis de investigacio´n se seleccionaron P = 9 variables de decisio´n con base en el modelo
matema´tico establecido para el problema de optimizacio´n y el estado del arte en el tema.
Estas se relacionan a continuacio´n:
~x = [x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8, x9]
T
Donde
x1 = Densidad media de flujo magne´tico en el entrehierro (Bag) en [T ]
x2 = Longitud del nu´cleo (l) en [m]
x3 = Longitud del entrehierro (lag) en [m]
x4 = Dia´metro interno del estator (Dsi) en [m]
x5 = Altura de la ranura del estator (hss) en [m]
x6 = Ancho superior de la ranura del estator (bss1) en [m]
x7 = Altura de la ranura del rotor (hrs) en [m]
x8 = Ancho superior de la ranura del rotor (brs1) en [m]
x9 = Ancho inferior de la ranura del rotor (brs2) en [m]
Dentro de ximin ≤ xi ≤ ximax i = 1, 2, . . . , 9. Los dema´s valores dimensionales de disen˜o
se establecen como para´metros fijos de entrada o pueden ser expresados en te´rminos de las
variables y los para´metros.
Uno de los aportes a la investigacio´n fue la inclusio´n de la longitud del nu´cleo l como
variable de decisio´n en el problema de optimizacio´n. Esto se baso´ en el trabajo de Boglietti
et al. (2005), donde presentaron un concepto para el disen˜o de motores de alta eficiencia sin
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necesidad de la elaboracio´n de nuevo herramental para la fabricacio´n de los nuevos disen˜os,
a lo que denominaron no-tooling cost (NTC). Esta propuesta fue reforzada en el trabajo
presentado por Alberti et al. (2013); Agamloh et al. (2013), donde proponen el incremento
en la longitud del nu´cleo y la no modificacio´n de las geometr´ıas de la la´mina del estator-rotor
del motor como una solucio´n de bajo costo para incrementar la eficiencia energe´tica en el
mismo. Sin embargo, esta medida de disen˜o eleva el costo de las partes activas del motor y
en algunos casos se hace necesario el cambio de taman˜o constructivo del motor para poder
lograr la eficiencia deseada (no es suficiente con el aumento de la longitud en un mismo
taman˜o constructivo). Es por esto que en esta investigacio´n se propone la disminucio´n del
costo en las partes activas del motor, mediante la optimizacio´n de la geometr´ıa de las la´minas
del estator-rotor y la longitud del entrehierro, esto con el fin de poder optimizar (disminuir)
la longitud del nu´cleo del motor (mayor factor de ahorro) y mantener la potencia de los
motores con eficiencia aumentada en un mismo taman˜o constructivo (objetivo comercial).
5.5.3. Funciones de restriccio´n
En el disen˜o de un motor de induccio´n hay factores de disen˜o relacionados con las espe-
cificaciones dadas por norma (NEMA, IEEE, IEC etc). Estos factores normalizados esta´n
establecidos con el fin de facilitar la globalizacio´n en el uso de los motores de induccio´n para
varias aplicaciones. En general, estos factores limitan las opciones en el disen˜o de la ma´quina,
pero provee soluciones que son ampliamente aceptadas (Boldea y Nasar, 2010). Con base
en ello y acorde con el problema establecido, se plantean C = 7 funciones de restriccio´n de
desigualdad g(~x). Esta funciones se presentan a continuacio´n:
gj (~x) ≤ 0 j = 1, 2, . . . , 9
Donde
g1 = Coherencia dimensional en [m]
g2 = Eficiencia energe´tica mı´nima(η) en %
g3 = Razo´n entre el par ma´ximo y nominal (tbk)
g4 = Razo´n entre la corriente de arranque y nominal (iLR)
g5 = Razo´n entre el par de arranque y nominal (tLR)
g6 = Factor de potencia nominal cosφn
g7 = Corriente nominal del motor (in) en [A]
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Donde
g1 = abs((Dso −Dri)− 2(hry+ hrs+hrso + lag + hss + hsy))
g2 = (Pin − Ploss)/(Pin) g3 = Tbk/Tm
g4 = Ilr/In g5 = Tlr/Tm
g6 = cosφn g7 = |Vn|/
(√
3|Zeq|
)
(5-12)
La definicio´n de los s´ımbolos usados en estas ecuaciones se encuentra en la Lista de S´ımbolos
y las ecuaciones para el ca´lculo de los para´metros presentes en las funciones de restriccio´n
son presentadas en el Seccio´n 3.3 del Cap´ıtulo 3.
La funcio´n de restriccio´n g1 no se ha incluido en trabajos de optimizacio´n anteriores. Esta
se propone como un mecanismo para garantizar la coherencia dimensional entre los disen˜os
finales del frente Pareto-o´ptimo. La expresio´n esta´ dada en la Ecuacio´n (5-12) (g1) y busca
garantizar que la sumatoria radial de las dimensiones geome´tricas de la la´mina del rotor
(yugo y altura de ranura), el entrehierro y el estator (yugo y altura de ranura), sean igual
a la diferencia entre el radio externo de la la´mina del estator (carcasa) y el radio interno
de la la´mina del rotor (eje). Para esto se dio una tolerancia meca´nica de 1 × 10−6m. Esta
restriccio´n se hace necesaria debido a que en los me´todos de optimizacio´n bio-inspirados se
tiene una poblacio´n de elementos dentro de un espacio de bu´squeda factible que representan
posibles soluciones al problema de optimizacio´n. Debido a la naturaleza metaheur´ıstica de
estos me´todos, las variables pueden escoger cualquier valor entre el l´ımite superior e inferior
definido, siendo entonces posible que se obtengan motores en el frente Pareto-o´ptimo con
incoherencias constructivas.
5.5.4. Para´metros de entrada en el problema de optimizacio´n y
consideraciones especiales para el disen˜o del motor
Para el funcionamiento del modelo matema´tico propuesto como parte del problema de opti-
mizacio´n se consideraron ciertos para´metros de disen˜o. A continuacio´n se relacionan algunos
de ellos. Otros son omitidos por solicitud del fabricante de los motores usados.
Dentro de los para´metros del disen˜o ele´ctrico esta´ la tensio´n nominal Vn = 440V , potencia
nominal Pn = 3,7kW , frecuencia f = 60Hz, nu´mero de fases m = 3 y nu´mero de pares de
polos p = 1.
De la parte constructiva, se consideraron como para´metros el nu´mero de ranuras del estator
(Ns = 36) y del rotor Nr = 28, as´ı como el dia´metro del eje del motor (Dri = 32mm)
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y el dia´metro interno de la carcasa (Dso = 170mm) (Ver Figura 5-5). Esto u´ltimo con
el fin de mantener el disen˜o optimizado en un mismo taman˜o constructivo del motor y con
ciertas caracter´ısticas comunes con los motores esta´ndar (por ejemplo el nu´mero de ranuras).
Para el ca´lculo del nu´mero de espiras, calibres y el nu´mero de alambres en paralelo por espira
en el bobinado del estator, fueron escogidos como para´metros de entrada el factor de relleno
(valor dispuesto a partir de la experiencia) y el dia´metro o seccio´n transversal de los con-
ductores usados. Los para´metros relacionados con los materiales corresponden ba´sicamente
a la densidad, resistividad y pe´rdidas magne´ticas espec´ıficas segu´n sea el material (Ver la
Subseccio´n 5.2.2).
Como parte de los aportes de esta investigacio´n, gracias al procedimiento de disen˜o propues-
to (Ver Figura 5-2), se encontro´ que es de gran importancia incluir los efectos no lineales de
los materiales ferromagne´ticos en el modelo matema´tico por circuito equivalente usado en
los algoritmos de optimizacio´n. Esto se debe especialmente al funcionamiento de los me´todos
de optimizacio´n usados, ya que los elementos ubicados en el espacio factible de bu´squeda
encuentran de forma sistema´tica diferentes soluciones candidatas al problema de optimiza-
cio´n. Es as´ı que, en el caso del motor de induccio´n, la variacio´n de las dimensiones de las
la´minas del estator-rotor, entrehierro, nu´mero de espiras y longitud del nu´cleo hara´n que
este se sature para ciertos disen˜os candidatos. Por lo tanto, la curva de magnetizacio´n de
la la´mina magne´tica utilizada, as´ı como las curvas estandarizadas (Boldea y Nasar, 2010,
Cap´ıtulo 14) de los factores de forma y de densidad de flujo versus la saturacio´n de los dien-
tes de las la´minas, debera´n ser entradas al modelo matema´tico del problema de optimizacio´n.
Tambie´n se identifico´ la importancia del anillo de corto circuito de la jaula para el ca´lculo de
la impedancia en el modelo de circuito equivalente. Hameyer y Belmans (1999) mencionan
en el Cap´ıtulo 9 que durante la operacio´n con carga del motor, la resistencia de los anillos
de corto circuito tienen la mayor importancia en el comportamiento del motor a pesar de
ser mucho menor a la resistencia de las barras. Esta apreciacio´n fue comprobada con la me-
todolog´ıa global propuesta para la elaboracio´n de los modelos (Figura 5-2), especialmente
con las comparaciones entre los resultados arrojados por el modelo por circuito equivalente
y por FEM. Por lo tanto, para el modelo matema´tico usado en el problema de optimizacio´n
se incluyeron para´metros relacionados con el re-dimensionamiento de los anillos de corto
circuito. Boldea y Nasar (2010) proponen en el cap´ıtulo 15 dimensionar el anillo de corto
circuito a partir del a´rea de seccio´n transversal de las barras del rotor. Por consiguiente,
en esta investigacio´n se considero´ como para´metro de entrada la razo´n entre el a´rea de las
barras de la jaula y anillo del motor del caso base. Con este, las dimensiones del anillo de
corto circuito se re-calculan con cada disen˜o de motor candidato hallado y evaluado con el
algoritmo de optimizacio´n.
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Finalmente, otro de los para´metros de entrada esta´ relacionado con el costo de los mate-
riales. As´ı, se consideraron los costos espec´ıficos del hierro Cfe, cobre Ccu y aluminio Cal
suministrados por el fabricante de los motores considerados en esta investigacio´n.
5.6. Estrategia para la componente de toma de decisio´n
en el algoritmo multi-objetivo
Como ya se menciono´ en el Cap´ıtulo 4, en un problema de optimizacio´n multi-objetivo
no hay una u´nica solucio´n o´ptima, sino por el contrario se obtiene un grupo de soluciones
o´ptimas con diferentes compensaciones. Sin embargo, a pesar de la presencia de mu´ltiples
soluciones Pareto-o´ptimas, en la pra´ctica solo se selecciona una de ellas. Estos problemas
de optimizacio´n hacen parte del campo de investigacio´n conocido como toma de decisiones
multi-criterio o en ingle´smultiple criteria decision making-MCDM. De esta manera, para esta
investigacio´n se propuso y uso´ un mecanismo de toma de decisio´n basado en cinco pasos:
1. Se identifican y trazan los valores actuales o de referencia de eficiencia y costo de las
partes activas del motor.
2. De acuerdo a las necesidades se prioriza y define entre:
a) bajar el costo manteniendo el valor de eficiencia actual o de la clasificacio´n desea-
da.
b) subir eficiencia manteniendo el costo actual o deseado.
c) seleccionar entre la mejor relacio´n costo-eficiencia dada en el frente Pareto-o´ptimo.
3. Se registra para la potencia, frecuencia y nu´mero de polos del motor que se esta´ di-
sen˜ando, los niveles de clasificacio´n nominal y mı´nimo dados por norma para cada nivel
de clasificacio´n (IE1, IE2, IE3 o IE4).
4. Se define el nivel de clasificacio´n por eficiencia sobre el cual se puede clasificar el motor.
Para esto se debe considerar el valor con tolerancia.
5. Se selecciona el punto en el frente Pareto-o´ptimo con base en los criterios de los punto
2) y 4), los cuales requieren de la informacio´n de los puntos 1) y 3) para la seleccio´n
del mismo.
Para este proceso se desarrollo´ un algoritmo de toma de decisio´n multi-criterio que se basa
en los criterios de seleccio´n de los puntos 2) y 4). As´ı, primero se organizan los puntos
del frente Pareto-o´ptimo en orden descendente respecto al objetivo de intere´s elegido en el
punto 2). Luego, mediante el ca´lculo de la diferencia entre los puntos del frente y los valores
del criterio deseado se elige la menor de ellas. De esta forma, se cumple con el proceso de
pos-optimalidad necesario en los me´todos multi-objetivo.
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Algoritmos de optimizacio´n bio-inspirados multi-objetivo
Los algoritmos de optimizacio´n probados con la metodolog´ıa de disen˜o corresponden a:
Non-dominated Sorting Genetic Algorithms II (NSGA-II).
Non-dominated Sorting Particle Swarm Optimization (NSPSO).
Bacterial Chemotaxis Multi-objective Optimization (BCMOA).
Estos algoritmos fueron adoptados y adaptados de co´digo abierto en Matlab. As´ı, se utilizo´ el
co´digo NGPM - A NSGA-II Program in Matlab de Lin Song (2011), el co´digo NSPSO de Li
(2003) y el co´digo BCMOA de Guzma´n et al. (2010). Todos los co´digos fueron probados con
las funciones de prueba ZDT3 y ZDT4, y luego adaptados para el problema de optimizacio´n.
Seleccio´n de los para´metros en los me´todos de optimizacio´n
Los me´todos de optimizacio´n bio-inspirados multi-objetivo se caracterizan por necesitar del
ajuste de unos para´metros para su funcionamiento (Cap´ıtulo 4). Este ajuste esta´ relacionado
directamente con el problema de optimizacio´n que se esta´ solucionando. Por esta razo´n, el
correcto funcionamiento del algoritmo dependera´ de una adecuada seleccio´n y sintonizacio´n
de estos para´metros, lo cual en muchos casos es casi particular para el tipo de problema
que se desea solucionar. Por lo tanto, para esta tesis de investigacio´n los para´metros fue-
ron seleccionados con base en el estado del arte, tanto de trabajos en los que se han usado
algoritmos de optimizacio´n similares para problemas de disen˜o de motores de induccio´n,
como de los para´metros usados por los mismos autores de los algoritmos para la solucio´n de
las funciones de prueba. Adicionalmente, se llevo´ a cabo un proceso de pruebas no estruc-
turadas para la sintonizacio´n de estos para´metros con el problema de optimizacio´n planteado.
Para aplicar y comparar la metodolog´ıa de disen˜o con cada uno de los tres me´todos de opti-
mizacio´n seleccionados, fue establecido un taman˜o de poblacio´n de 100 individuos/part´ıculas
y un nu´mero de 500 iteraciones. Adema´s, considerando la naturaleza metaheur´ıstica de estos
me´todos de optimizacio´n, cada caso fue corrido en 10 oportunidades y una de las soluciones
fue escogida de forma aleatoria.
En el caso del NSPSO este depende del ajuste de varios para´metros para el ca´lculo de la
velocidad de la part´ıcula y con esta su nueva posicio´n. Comu´nmente el factor de inercia ω
y las constantes de aceleracio´n C1 y C2 son ajustadas para garantizar la convergencia del
problema. En este sentido, los valores son ajustados mediante pruebas no estructuradas y
a partir de los coeficientes usados por Sakthivel et al. (2010d,b,f). Finalmente ω fue elegido
para variar de forma lineal entre 0,9 y 0,3 sobre el nu´mero de iteraciones y C1 y C2 fueron
ambos elegidos con un valor de 2,0.
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En el caso del me´todo BCMOA, uno de los para´metros es el factor para el taman˜o del paso
corto, paso largo y natacio´n de las bacterias. En este sentido, el algoritmo se probo´ para la
funcio´n ZDT4 con un taman˜o de paso corto de 0, 001, paso largo de 0, 01 y natacio´n de 1,
sin embargo, mediante un proceso de pruebas no estructuradas se eligio´ un paso de natacio´n
de menor taman˜o 0,01, y se eligieron los mismos pasos corto y largo para la optimizacio´n en
el disen˜o de motores de induccio´n.
5.7. Resultado de la metodolog´ıa de disen˜o propuesta
La optimizacio´n fue hecha para un motor de 2 polos, 3.7kW (5HP) y una eficiencia inicial
IE2. Para este propo´sito se utilizo´ la metodolog´ıa de disen˜o propuesta y los resultados fueron
validados mediante FEM. Por lo tanto, diez casos de simulacio´n fueron corridos por cada uno
de los me´todos de optimizacio´n: NSGA-II, NSPSO y BCMOA. De estas diez aproximaciones
del frente Pareto-o´ptimo se escogio´ de forma aleatoria uno por cada algoritmo de optimizacio´n
usado. Estos frentes Pareto-o´ptimos son presentados en la Figura 5-12.
Diseño actual
del motor base
seleccionado
Figura 5-12.: Frentes Pareto-o´ptimos por los algoritmos de NSGA-II, NSPSO y BCMOA
De los frentes de Pareto hallados, se encontro´ que con la metodolog´ıa de disen˜o propuesta
y con cualquiera de los tres algoritmos se obtuvieron soluciones (disen˜os) que mejoran el
disen˜o del motor base. Por tal razo´n, el frente de Pareto obtenido por NSGA-II, NSPSO y
BCMOA podr´ıa ser entregado al decisor para la componente de toma de decisio´n y seleccio´n
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de la solucio´n de intere´s. Sin embargo, se presentaron diferencias en el rendimiento entre los
tres algor´ıtmos. Este ana´lisis mediante las me´tricas de desempen˜o se presenta a continuacio´n
5.7.1. Ana´lisis del desempen˜o de los me´todos de optimizacio´n
probados
El rendimiento de los me´todos de optimizacio´n para este problema fue evaluado a partir
del tiempo de co´mputo, el nu´mero de puntos que convergieron en el frente de Pareto y la
me´trica ∆ propuesta por Deb et al. (2002). Estas me´tricas fueron tomadas del promedio de
diez corridas con cada me´todo de optimizacio´n. Para el uso de la me´trica ∆ se tomaron los
puntos extremos promedios entregados en las diez corridas del NSGA-II como puntos del
FPO1 real o de referencia. Estos resultados son presentados y comparados en la Tabla 5-8.
Tabla 5-8.: Comparacio´n del desempen˜o de los algor´ıtmos de optimizacio´n
Caracter´ısticas NSGAII NSPSO BCMOA
Tiempo de computo [min] 25, 0 68,1 22,8
Me´trica ∆ 0, 9542 0,9901 1,0629
Elementos en FPO1 [%] 100 100 90
De este resultado se encontro´ que el me´todo ma´s eficiente fue el NSGA-II, seguido por el
me´todo NSPSO. El me´todo BCMOA fue el me´todo con menor tiempo de co´mputo, seguido
por el NSGA-II. Sin embargo, aunque el me´todo BCMOA permitio´ la obtencio´n soluciones
en un frente de Pareto igual al NSGA-II y NSPSO, este solo logro´ ubicar en los diez casos
corridos en promedio el 90% de las soluciones. Con esto, se nota deficiencias en la explotacio´n
y exploracio´n con el me´todo para este problema, el cual no pudo ser solucionado mediante
la modificacio´n de sus para´metros. El me´todo BCMOA da mejores resultados que el NSPSO
en las funciones de prueba ZDT3 y ZDT4 (Guzma´n et al., 2010). Sin embargo, para este
problema de optimizacio´n, NSPSO presento´ un mejor rendimiento que BCMOA.
5.7.2. Seleccio´n de un disen˜o del motor de induccio´n sobre el frente
de Pareto obtenido del procedimiento de optimizacio´n
Tomando los frentes de Pareto obtenidos de la metodolog´ıa de disen˜o y aplicando la estrategia
para la toma de decisio´n propuesta, el decisor priorizo´ en seleccionar entre las soluciones con
mejor relacio´n costo-eficiencia. Por tal razo´n a modo de ejemplo se selecciono´ un punto
para una eficiencia cercana al 92.5% debido a que con esta eficiencia se lograr´ıa una mejora
en eficiencia representativa. Las caracter´ısticas de este nuevo disen˜o son resumidas en la
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Tabla 5-9 si se tomara del frente NSGA-II, NSPSO o BCMOA.
Tabla 5-9.: Solucio´n o´ptima para una eficiencia cercana al 92,5%
Variables Acutual NSGAII NSPSO BCMOA
x1 0, 51 0, 59 0, 60 0, 63
x2 150, 0 117, 7 109, 6 104, 4
x3 0, 28 0, 20 0, 20 0, 20
x4 108,5 103, 5 103, 5 103, 5
x5 15, 0 11, 1 12, 1 12, 4
x6 6, 1 6, 7 6, 7 6, 7
x7 16, 6 20, 0 20, 0 19, 9
x8 4, 8 7, 0 7, 1 7, 1
x9 1,8 1, 4 2,0 1, 4
f1 90, 8 92, 5 92, 5 92, 5
f2 110,472 89,814 89,150 89,000
Vale la pena mencionar que el punto con eficiencia cercano al 92,5% de eficiencia tomado
del frente de Pareto de cada uno de los me´todos y presentado en la Tabla 5-9, no son iguales
ni comparables como tal entre ellos. Con este resultado se desea mostrar que con los tres
algoritmos de optimizacio´n probados, y omitiendo el desempen˜o de los mismos para este
problema de optimizacio´n, se puede obtener una solucio´n que mejora la eficiencia y costo de
las partes activas del motor base.
Ahora, considerando la solucio´n tomada de uno de los algoritmos, por ejemplo el NSGA-II
debido a su mejor desempen˜o, se resalta el resultado de la variable x2, que corresponde a
la longitud de los nu´cleos del motor l. Se logro´ una reduccio´n de 32,3mm en promedio, lo
cual es representativo en el disen˜o de motores de induccio´n. Por ejemplo, el disen˜o actual
del motor de 3kW (4HP) 2 polos tiene una longitud de los nu´cleos igual a 130mm y el de
2.2kW (3HP), que esta´ fabricado en el taman˜o IEC 090, de 125mm segu´n informacio´n del
fabricante. Por otro lado, con el disen˜o del motor obtimizado para una eficiencia cercana al
92.5% en este frente, se logro´ un ahorro en el costo de las partes activas de $COL 20.658.
Vale la pena mencionar que del punto seleccionado del frente BCMOA se tiene la mayor
reduccio´n en la longitud del nu´cleo con 45,6mm, y un ahorro en el costo de $COL 21.472.
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5.7.3. Nueva geometr´ıa modelada por circuito equivalente y en FEM
Los valores de funcionamiento obtenidos con cada uno de los algoritmos son resumidos en la
Tabla 5-10 para el valor nominal de potencia y por el modelo por circuito equivalente.
Tabla 5-10.: Caracter´ısticas del motor a potencia nominal resultado del modelo por circuito
equivalente
Caracter´ısticas Actual NSGAII NSPSO BCMOA
Deslizamiento 0, 0184 0, 0113 0, 0111 0, 0113
Corriente nominal [A] 6, 9 6,5 6, 4 6, 6
Par nominal [Nm] 10, 1 10, 1 10, 0 10, 1
Potencia de entrada [W] 4219 4181 4153 4169
Factor de potencia 0, 80 0, 85 0, 85 0, 83
Pe´rdidas Joule estator [W] 141, 4 147, 4 144, 6 139, 2
Pe´rdidas magne´ticas [W] 174, 3 121, 5 123, 6 128, 7
Pe´rdidas Joule rotor [W] 71, 8 44, 7 43, 0 44, 1
Pe´rdidas totales [W] 387, 4 313, 2 311, 2 312, 0
Par ma´ximo / Tn 4, 78 4, 50 4, 50 4, 62
Par de arranque / Tn 2, 37 1, 67 1, 61 1, 68
Corriente de arranque / In 7, 98 8, 39 8, 37 8, 37
Se encontro´ que los tres me´todos de optimizacio´n usados en la metodolog´ıa permitieron tener
puntos en sus frentes de Pareto con eficiencia interna cercana al 92.5%. De la Tabla 5-10 se
puede analizar que los disen˜os entregados por los tres me´todos fueron similares. De estos se
puede resaltar que la potencia de entrada se redujo en promedio 51W, mientras que el factor
de potencia aumento´ en 0,04. Los mayores ahorros de energ´ıa se obtuvieron en la componente
de pe´rdidas magne´ticas del motor (con una disminucio´n del 28.5%) y en las pe´rdidas por
Efecto Joule en el rotor (con el 38.8%). Con esto, las pe´rdidas totales disminuyeron en un
19.4%.
Las normas IEC y NEMA exigen ciertos para´metros de disen˜o que fueron incluidos. Para un
motor de esta potencia y nu´mero de polos se tiene:
El par ma´ximo debe ser mayor 2 veces el par nominal
La corriente de arranque no puede ser mayor a 8.4 veces la corriente nominal
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El par de arranque debe ser mayor a 1.6 veces el par nominal
La corriente nominal debe ser menor a 7.6A
En el motor disen˜ado se obtuvo un par ma´ximo de 4.5 Tn, una corriente de arranque de 8.38
In, un par de arranque de 1.65 Tn y una corriente nominal de 1.1 A menor al l´ımite impuesto
por norma.
De los tres disen˜os, se escogio´ como referencia el obtenido por el me´todo NSGAII para ser
modelado en FEM debido a su mejor desempen˜o mostrado mediante las me´tricas usadas.
En la Figura 5-13 se presenta esta nueva geometr´ıa modelada. Se establecio´ una malla de
29423 nodos y 14654 elementos y en la Figura 5-14 se presenta el resultado de las l´ıneas de
campo obtenidas con la simulacio´n por FEM.
Figura 5-13.: Modelo de la nueva geometr´ıa en FEM FLUX-2D
En la Figura 5-15 se presentan los resultados de funcionamiento de este nuevo disen˜o para
diferentes puntos de deslizamiento y en la Tabla 5-11 los datos entregados por FEM para el
punto nominal.
En la Figura 5-15 se comparan las curvas obtenidas en el procedimiento de optimizacio´n
mediante el modelo por circuito equivalente y en el proceso de validacio´n del disen˜o me-
diante la simulacio´n por FEM. Del resultado se encontro´ que el ajuste del modelo por FEM
y Circuito Equivalente hecho en el procedimiento de formulacio´n y validacio´n de modelos
matema´ticos, propuesto como parte de la metodolog´ıa de disen˜o, es comparable con un
error menor relativo medio menor al 5%, lo que da garant´ıas que en el proceso de prototi-
pado y pruebas del disen˜o optimizado los resultados sean acordes a lo obtenido teo´ricamente.
Ahora, comparando los resultados del modelo por FEM entre el motor base y el motor opti-
mizado, se encontro´ una disminucio´n en el deslizamiento (aumento en la velocidad nominal
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Figura 5-14.: L´ıneas de campo magne´tico modeladas por FEM
Figura 5-15.: Resultados de eficiencia y pe´rdidas por modelo de circuito equivalente y FEM
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Tabla 5-11.: Pe´rdidas y caracter´ısticas de funcionamiento del motor optimizado por FEM
Caracter´ısticas ActualFEM NSGAIIFEM
Deslizamiento 0, 0184 0, 0111
Corriente nominal [A] 7,2 6,7
Par nominal [Nm] 10, 7 10, 2
Potencia de entrada [W] 4402 4134
Factor de potencia 0,80 0,80
Pe´rdidas Joule estator [W] 138, 0 148, 7
Pe´rdidas magne´ticas [W] 175, 8 120, 3
Pe´rdidas Joule rotor [W] 76, 44 42, 7
Pe´rdidas totales [W] 390, 3 311, 8
Eficiencia / Tn 91, 13 92,45
en 26 rpm’s), una disminucio´n en la corriente nominal de 0,5A y en la potencia de entrada
de 268W. Con esto, se obtuvo un aumento en la eficiencia en 1,32 puntos porcentuales. En
la norma IEC60034-30 (IEC60034-30, 2008) se presenta que para un motor de 3,7kW, 2
polos, 60Hz, la diferencia porcentual entre los niveles IE2 e IE3 es de 1,0 punto porcentual
(Ver Ape´ndice A). Por lo tanto, con la optimizacio´n del disen˜o mediante esta metodolog´ıa se
podr´ıa lograr una reclasificacio´n del motor. Sin embargo, esto debe ser comprobado mediante
la fabricacio´n y ensayo de prototipos.
Con la validacio´n del disen˜o mediante FEM se obtuvo una disminucio´n en las pe´rdidas
magne´ticas del 31,6% y en las pe´rdidas por efecto joule en la jaula de ardilla del 44.13%.
Sin embargo, en el modelo por FEM, al igual que lo obtenido con el modelo por circuito
equivalente, se presento´ un aumento en las pe´rdidas por efecto joule en el bobinado del 7.7%.
Vale la pena resaltar que estos valores corresponden al punto nominal de funcionamiento de
la ma´quina. Como se encontro´ en las curvas de la Figura 5-15, con un aumento en el des-
lizamiento por encima a 0.022 (motor sub-dimensionado) o una disminucio´n por debajo de
0,007 (motor sobre-dimensionado), el valor de eficiencia llegara´ a ser menor al valor del caso
base (ver Figura 5-10). Por lo tanto, una limitante del disen˜o optimizado es el comporta-
miento de la eficiencia respecto a la carga aplicada de la ma´quina. Esto con base a las curvas
Figura 5-15 y Figura 5-10, donde se obtuvo que el comportamiento en el disen˜o base era
ma´s plano. Sin embargo, este resultado solo podra´ ser corroborado mediante la fabricacio´n y
ensayo del prototipo de este disen˜o, ya que el error en el modelo por FEM aumentaba para
bajos y altos deslizamientos.
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Finalmente, el nu´mero de espiras del motor tuvo que ser re-calculado para el disen˜o del
motor. As´ı, en el disen˜o de motor base se usaba un bobinado conce´ntrico con conexio´n por
polos y 19 vueltas por bobina. En el motor optimizado por NSGA-II, NSPSO y BCMOA,
las vueltas fueron ajustadas a 21, 22 y 22 respectivamente.
Finalmente, con la aplicacio´n de la metodolog´ıa propuesta, se obtuvo que la eficiencia puede
ser mejorada hasta 1,7 puntos porcentuales con los tres me´todos de optimizacio´n, alcanzando
un menor costo en los materiales de las partes activas. Por otra parte, con otra de las opciones
del criterio de toma de decisiones, el costo podr´ıa bajarse hasta en $COL 41.000, manteniendo
la eficiencia actual, o la eficiencia podr´ıa elevarse hasta 2.2 puntos porcentuales sin superar
el costo de las partes activas del motor base.
6. Conclusiones y aportes de la
investigacio´n
6.1. Conclusiones
En esta tesis de investigacio´n, tres me´todos de optimizacio´n bio-inspirados multi-objetivo
fueron seleccionados y probados para solucionar el complejo problema de disen˜ar un motor
de induccio´n tipo jaula de ardilla con eficiencia aumentada y sin sacrificar el costo de su
disen˜o. As´ı, de la metodolog´ıa de disen˜o propuesta se concluye que con los tres algoritmos de
optimizacio´n probados (NSGA-II, NSPSO y BCMOA) se pueden obtener frentes de Pareto
con soluciones que permiten mejorar el costo de las partes activas y la eficiencia del motor
respecto al caso base. Lo anterior siempre y cuando se ajusten, como se indica en este docu-
mento, los para´metros de funcionamiento de los algoritmos de optimizacio´n.
Con la metodolog´ıa de disen˜o propuesta, los me´todos de optimizacio´n probados, los mode-
los matema´ticos formulados y el problema de optimizacio´n planteado se logra optimizar la
eficiencia hasta en 2 puntos porcentuales y el costo hasta en 40.000 pesos colombianos (de-
pendiendo del punto escogido en el frente Pareto-o´ptimo) sobre el motor base seleccionado.
Con esto, un motor IE2 podr´ıa ser re-clasificado con una eficiencia IE3.
Como parte de esta tesis de investigacio´n se planteo´ un problema de optimizacio´n multi-
objetivo con 2 funciones objetivo, 9 variables de decisio´n y 7 funciones de restriccio´n. Para
la solucio´n de este problema el me´todo NSGA-II presento el mejor desempen˜o en cuanto a
la diversidad en las soluciones entregadas en su frente de Pareto, mientras que el BCMOA
fue el algoritmo con menor tiempo de computo para su ejecucio´n.
Sin embargo, el me´todo BCMOA demostro´ complejidad para la sintonizacio´n de sus para´me-
tros, por tal razo´n se concluye que con los valores seleccionados para el BCMOA en esta tesis
se pueden lograr frentes de Pareto similares a los entregados por el NSGA-II y NSPSO, pe-
ro con un porcentaje promedio de part´ıculas en este frente del 90%, mientras que en los
otros me´todos siempre se tenia el 100% de las part´ıculas. Por otra parte, en el algoritmo
NSPSO el autor no propone un me´todo para su aplicacio´n en un problema con restricciones,
por lo que se propuso en esta investigacio´n el uso de una estrategia de penalizacio´n de las
funciones objetivo por la violacio´n de restricciones. De aquello se concluye que el algorit-
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mo NSPSO con este tratamiento de restricciones es capaz de entregar frentes de Pareto que
mejoran el disen˜o del motor base y son similares a los entregados por el NSGA-II y BCMOA.
En la metodolog´ıa de disen˜o propuesta se incluyo´ un procedimiento para la formulacio´n,
ajuste y validacio´n de los modelos matema´ticos del motor de induccio´n utilizados. Por lo
tanto se construyeron dos modelos, FEM y Circuito Equivalente, cuyos resultados de fun-
cionamiento fueron comparados con datos experimentales de ensayo. De esta propuesta se
llega a que es necesario incluir las diferentes consideraciones presentadas en esta tesis para
la elaboracio´n de los modelos, con el fin de obtener un error relativo medio menor al 10%
frente a la potencia de entrada, componentes de pe´rdidas y eficiencia en funcio´n del desliza-
miento. Adicionalmente se concluye que estas consideraciones en los modelos y el porcentaje
de error logrado en su ajuste, son suficientes para obtener un disen˜o optimizado del motor
de induccio´n que puede ser verificado posteriormente por el modelo por FEM.
Finalmente, en la investigacio´n se llego´ al planteamiento de una serie recomendaciones como
parte de la formulacio´n de la metodolog´ıa de disen˜o propuesta. De esto se concluye que
para el ca´lculo de los para´metros del modelo por circuito equivalente se deben incluir en
cada iteracio´n las caracter´ısticas no lineales y de saturacio´n de las la´minas magne´ticas, el
re-ca´lculo del nu´mero de espiras, el ca´lculo de la permeabilidad geome´trica equivalente para
una geometr´ıa real de las ranuras y el re-dimensionamiento del anillo de corto circuito en el
rotor. Con estas consideraciones se concluye que los resultados entregados en el procedimiento
de optimizacio´n del disen˜o mediante los algoritmos de optimizacio´n bio-inspirados multi-
objetivo y el modelo por circuito equivalente son reproducibles en una simulacio´n mediante
FEM.
6.2. Aportes de la investigacio´n
Como aportes para la ingenier´ıa de esta investigacio´n se pueden listar los siguientes:
A partir del estado del arte en el disen˜o de motores ele´ctricos de induccio´n, ningu´n autor
antes hab´ıa usado los algoritmos de optimizacio´n NSGA-II, NSPSO y BCMOA como herra-
mientas para la solucio´n de un problema de disen˜o de motores de induccio´n tipo jaula de
ardilla de disen˜o estandar y de alta eficiencia. Por lo tanto, la prueba y comparacio´n de estos
algoritmos es un aporte de esta investigacio´n, pues se encontro´ que para este problema en
particular los tres algoritmos son efectivos para la optimizacio´n del disen˜o del motor.
En los trabajos de autores pasados, los resultados de la optimizacio´n han sido presentados
con base u´nicamente en el modelo matema´tico por circuito equivalente. En esta tesis de
investigacio´n se utilizo´ el modelo por circuito equivalente como parte del procedimiento de
optimizacio´n y un modelo de mayor exactitud como lo es FEM para la verificacio´n y valida-
6 Conclusiones y aportes de la investigacio´n 121
cio´n del disen˜o optimizado obtenido. Este enfoque se soporto´ mediante un procedimiento de
formulacio´n, ajuste y validacio´n de los modelos matema´ticos frente a datos experimentales
de ensayo, lo cual es un planteamiento novedoso que permitio´ tener confianza en el producto
de la investigacio´n.
Debido a la metodolog´ıa de disen˜o propuesta se lograron identificar varias consideraciones
necesarias en el modelo por circuito equivalente del motor de induccio´n tipo jaula de ardilla
para la solucio´n de problemas de optimizacio´n de su disen˜o. La inclusio´n de estas considera-
ciones y su manejo como parte de un modelo matema´tico de un problema de optimizacio´n
bio-inspirado multi-objetivo, son aportes de esta tesis. Dentro de estos esta´n:
Un algoritmo para el re-calculo del nu´mero de espiras
Ecuaciones para el re-dimensionamiento del anillo de corto circuito en cada nuevo
disen˜o
El uso de ecuaciones para el ca´lculo de la reluctancia geome´trica de las ranuras del
estator y rotor con la geometr´ıa real de la ma´quina
La inclusio´n de un algoritmo para el ana´lisis del circuito magne´tico de la ma´quina
y calculo de la Fmm (Fuerza Magnetomotriz) total considerando las caracter´ısticas
no-lineales y de saturacio´n en los yugos y dientes de las la´minas magne´ticas en cada
iteracio´n y por cada individuo del procedimiento de optimizacio´n.
La identificacio´n y utilizacio´n de las ecuaciones que mejor modelaran los para´metros
resistivos e inductivos del modelo para el motor del caso base
Vale la pena resaltar que en el estado del arte los autores no destacan la importancia o
profundizan en el modelo matema´tico usado en los algoritmos de optimizacio´n y no esclarecen
si toman en cuenta o no este tipo de consideraciones en el modelo por circuito equivalente
utilizado.
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A. Niveles de clasificacio´n de los
motores por eficiencia
Para los motores de induccio´n tipo jaula de ardilla, Rosa et al. (2007) resaltan la importancia
de entender el valor nominal de eficiencia declarado en la placa de caracter´ısticas del motor y
su incertidumbre para los procesos de sustitucio´n de motores de baja eficiencia. Por lo tanto,
se debe considerar que dependiendo de la norma usada para la clasificacio´n de los motores,
se tienen diferentes rangos de tolerancia.
Adicionalmente, de acuerdo a la norma IEC60034-1 se establece que en el valor de eficiencia
declarado en placa (eficiencia nominal), se cuenta con una tolerancia de -15% del porcen-
taje de pe´rdidas para motores de menos de 150kW (-15%(1-η)) y de -10% para potencias
mayores (Rosa et al., 2007; IEC60034-1, 2010). Por otro lado, en la norma NEMA-MG1 se
establecen en tablas los valores nominales y mı´nimos para la clasificacio´n de los motores
(NEMA-MG1, 2011, Secciones 12.58-12.60).
Las normas presentan valores discretos en tablas para esta clasificacio´n, lo cuales se dan por
el nu´mero de polos, la frecuencia y potencia nominal del motor. Adicionalmente, establecen
mecanismos para identificar los valores no discretizados en las tablas (NEMA-MG1, 2011;
IEC60034-30, 2008). En las Figuras A-1, A-2 y A-3 se han graficado los valores de los
distintos niveles de clasificacio´n:
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Figura A-1.: Eficiencia nominal en motores de 2 polos 60Hz
Figura A-2.: Eficiencia nominal en motores de 4 polos 60Hz
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Figura A-3.: Eficiencia nominal en motores de 6 polos 60Hz
B. Procedimiento de ensayo, ca´lculo de
la eficiencia y pe´rdidas segregadas
por la IEC60034-2-1
Las pe´rdidas de potencia en los motores de induccio´n esta´n compuestos ba´sicamente por
(Pyrhonen et al., 2009):
Pe´rdidas resistivas en los conductores del estator y rotor
Pe´rdidas en los materiales que conforman el circuito magne´tico
Pe´rdidas adicionales en carga
Pe´rdidas meca´nicas por friccio´n y ventilacio´n
Estas determinan ba´sicamente la eficiencia en la conversio´n de energ´ıa en la ma´quina, y el
sistema de ventilacio´n necesario para mantener la temperatura bajo control (Boldea y Nasar,
2010).
Durante la etapa de disen˜o, normalmente se calculan los distintos tipos de pe´rdidas en el
motor tan preciso como sea posible. Una vez la ma´quina se encuentra fabricada, las pe´rdidas
deben ser determinadas mediante pruebas. El me´todo de segregacio´n de pe´rdidas ha llegado
a ser el me´todo esta´ndar para determinar las diferentes componentes de pe´rdidas. Para
la ejecucio´n de estos ensayos se requiere de un freno dinamo´metro, mediciones de tiempo,
temperatura y energ´ıa (Boldea y Nasar, 2010).
B.1. Requisitos para el montaje y ejecucio´n de los ensayos
Dependiendo de la norma usada y tipo de ensayo implementado, se establecen distintos
requerimientos en cuanto a las fuentes de alimentacio´n, el montaje del motor de prueba y
el me´todo de medicio´n dependiendo de si son magnitudes ele´ctricas o meca´nicas. De esta
manera, a continuacio´n se resumen las principales consideraciones que es necesario tener en
cuenta para la ejecucio´n de los ensayos. Cao (2008) presenta una completa tabla comparativa
con estos valores.
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B.1.1. Instrumentacio´n
Para la ejecucio´n de los ensayos, se debe utilizar instrumentacio´n con fecha de calibracio´n no
mayor a 12 meses respecto al d´ıa en que se este´n efectuando los mismos. De igual manera,
se debe contar con instrumentos con cierto grado de precisio´n. As´ı, para el me´todo de suma-
toria de pe´rdidas segregadas de la norma IEC 60034-2-1, el error en los instrumentos usados
para la medicio´n de magnitudes ele´ctricas debe ser menor o igual a 0,2%. En relacio´n a los
transformadores de corriente, estos deben tener una precisio´n no mayor a 0,3%, tomando en
cuenta que todo el sistema (instrumentos y transformadores) no debe superar una precisio´n
en la medicio´n del 0,2% (IEC60034-2-1, 2007).
En relacio´n a la medicio´n de resistencia, tanto la norma IEC como IEEE especifican el uso
de instrumentos de alta precisio´n para la medicio´n de esta variable. Por lo tanto, los instru-
mentos deben contar con unos l´ımites de error no mayores al 0.2% de la escala completa.
En ma´quinas de induccio´n, la resistencia medida corresponde a la resistencia entre l´ıneas del
devanado del estator y el valor usado corresponde al promedio aritme´tico de este valor para
cada conjunto de terminales (Contreras y Acun˜a, 2010). Cuando la resistencia del devanado
(con carga) no se puede medir directamente, el valor de la resistencia de ensayo se puede
calcular a trave´s de la comparacio´n entre la resistencia medida a una temperatura espec´ıfica
y la medicio´n de temperatura a la cual se desea conocer el valor de la resistencia, esto a
partir de la relacio´n entre temperatura y resistencia propia de los materiales conductores
(Contreras y Acun˜a, 2010).
La medicio´n del par meca´nico debe tener una precisio´n del ±2% de la escala completa,
mientras que la medicio´n de velocidad debe hacerse con una precisio´n de pm1% de la escala
completa o de 1 revolucio´n por minuto (IEC60034-2-1, 2007).
Finalmente, las mediciones de temperatura se deben hacer utilizando alguna de las metodo-
log´ıas que se presentan en las normas y las cuales son descritas en Contreras y Acun˜a (2010).
En estas, se debe usar instrumentacio´n que cuente con una precisio´n no mayor a ±1◦C.
B.1.2. Fuente de alimentacio´n
En la norma se establecen condiciones para el desbalance de tensio´n, forma de onda y va-
riacio´n de frecuencia de la fuente de alimentacio´n usada en los ensayos. De esta manera, los
rangos se precisan en la Tabla B-112
1THD: I´ndice de distorsio´n armo´nica
2Las variaciones de frecuencia durante toda la prueba no debera´ ser mayor a 0,33% de la frecuencia
promedio.
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Tabla B-1.: Requerimientos en el suministro de energ´ıa durante las pruebas
Norma THD Balance de tensio´n Variacio´n de frecuencia
IEC 60034-2-1 0,02 0,5% ±0, 1%
B.2. Protocolo de ensayos para la determinacio´n de
pe´rdidas y eficiencia
B.2.1. Medicio´n de resistencia en fr´ıo
El procedimiento para la medicio´n de la resistencia en fr´ıo en el motor, se especifica de forma
clara en la norma IEEE 112 (IEEE112, 2004). En relacio´n a esta y las normas referentes a
la medicio´n de temperatura, Contreras y Acun˜a (2010) especifican la mejor practica para
medir este valor. As´ı, se debe medir la resistencia entre terminales del motor con la conexio´n
a la que se van a hacer los ensayos, el motor estando estable a temperatura ambiente y el
rotor inmo´vil. La temperatura ambiente tambie´n debe ser registrada en este ensayo.
B.2.2. Ensayo de temperatura a carga nominal
El ensayo de temperatura a carga nominal del motor, es comu´nmente conocido en la indus-
tria como ensayo de calentamiento. En esta prueba se busca encontrar la temperatura a la
que estabiliza el motor cuando este trabaja en carga nominal. Para la ejecucio´n del ensayo, la
ma´quina debe ser equipada con instrumentos para la medicio´n de temperatura en los puntos
ma´s calientes en su bobinado (Contreras y Acun˜a, 2010).
Con la ma´quina alimentada a tensio´n, frecuencia y carga nominal, se registra en intervalos de
30 minutos la potencia, corriente (3 fases), tensio´n (3 fases), velocidad, frecuencia (3 fases),
temperatura ambiente y la temperatura medida por cada uno de los detectores ubicados
en la ma´quina, adopta´ndose como temperatura de referencia para cada punto el mayor
valor medido. Se considera que la ma´quina se ha estabilizado te´rmicamente cuando en dos
mediciones consecutivas, la temperatura de referencia no presenta variaciones mayores a 1◦C.
(Contreras y Acun˜a, 2010). En este punto, se debe medir la resistencia dc de los devanados
(igual que se hizo en fr´ıo) al apagado de la ma´quina.
Medicio´n de resistencia al apagado de la ma´quina: Esta medicio´n de resistencia se hace
una vez se haya desenergizado y detenido el motor, lo cual se debe hacer en el menor tiempo
posible. Esto con el fin de registrar la resistencia estando el motor a una temperatura cercana
a la de estabilizacio´n. De acuerdo a IEC60034-2-1 (2007), la medicio´n en motores con una
potencia nominal de 38kW o menos debe hacerse en un tiempo menor a 30 segundos y 90
segundos en motores entre 38kW y 150kW. Para mayor informacio´n sobre los requerimientos
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de esta medicio´n, por ejemplo en caso de no poderse hacer en el tiempo especificado, se puede
referir a la seccio´n 5.8.4.5 de la norma IEEE112 (2004) y 8.8 de la norma IEC60034-2-1
(2007).
B.2.3. Ensayo bajo carga
La mayor´ıa de los me´todos para la determinacio´n de eficiencia requieren un ensayo con carga,
con el cual se busca identificar el comportamiento meca´nico y ele´ctrico de la ma´quina bajo
la exigencia de una potencia meca´nica espec´ıfica de salida (Contreras y Acun˜a, 2010). El
ensayo se hace con el motor acoplado a una ma´quina de carga, como por ejemplo un freno
dinamo´metro. En este u´ltimo caso, se debe hacer un ensayo de correccio´n de las mediciones
hechas con el anemo´metro (IEC60034-2-1, 2007).
El ensayo se inicia con el motor operando a una temperatura (medida en el punto de referen-
cia definido en la prueba de estabilizacio´n te´rmica; punto de ma´xima temperatura) menor
a ±5◦C de la temperatura de estabilizacio´n en la prueba de temperatura a carga nominal.
As´ı, se somete el motor a seis puntos de carga, que de acuerdo a la norma pueden ser: 150%,
125%, 100%, 75%, 50% y 25% del valor de carga (par) nominal3. En cada punto se regis-
tran los valores de tensio´n (3 fases), corriente (3 fases), potencia activa (3 fases), frecuencia,
velocidad, par y resistencia.
Para la medicio´n de la resistencia se pueden utilizar dos procedimientos. Uno de ellos es el
mencionado en el literal 6.4.4.2 de la norma IEC60034-2-1 (2007), para lo cual se requiere
medir la resistencia antes de tomar el punto de mayor carga y luego del de menor carga
(con la ma´quina desenergizada y detenida). El otro procedimiento se basa en la medicio´n
en cada punto de carga de la temperatura en el punto de referencia definido en la prueba
de estabilizacio´n te´rmica y la temperatura ambiente. Con estos valores y el de resistencia
medida en fr´ıo, se calcula de forma indirecta la resistencia en cada punto de carga. Este
u´ltimo procedimiento fue el utilizado en los ensayos efectuados en la presente investigacio´n.
Finalmente, cabe resaltar que el ensayo se inicia con el valor de carga ma´s alto y continu´a
en orden descendiente hasta la carga mı´nima. El ensayo se debe ejecutar en el menor tiem-
po posible para minimizar los cambios de temperatura en la ma´quina durante el proceso
(Contreras y Acun˜a, 2010). La norma IEC60034-2-1 (2007) establece que las variaciones de
temperatura durante la prueba no debera´ exceder los 5◦C de la temperatura de estabiliza-
cio´n. Al finalizar el ensayo, se debe hacer una nueva medicio´n de resistencia al apagado, esto
de la misma manera que se efectuo´ en el ensayo de temperatura a carga nominal. Para mayor
informacio´n se puede consultar a IEC60034-2-1 (2007); Contreras y Acun˜a (2010).
3Los puntos de carga pueden variar basados en IEC60034-2-1 (2007), sin embargo, los valores sen˜alados
son ampliamente usados en la industria
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B.2.4. Ensayo sin carga
El ensayo sin carga es comu´nmente conocido como ensayo en vac´ıo de la ma´quina. Esto se
debe a que el ensayo normalmente se efectu´a con el motor desacoplado de cualquier carga
meca´nica(Contreras y Acun˜a, 2010). Este se hace para hayas las pe´rdidas meca´nicas (por
friccio´n y ventilacio´n) y magne´ticas en el nu´cleo de la ma´quina.
El ensayo se hace variando la tensio´n de alimentacio´n de la ma´quina, para lo cual se deben
tomar un mı´nimo de siete puntos de tensio´n. La norma establece que cuatro o ma´s valores
deben estar a una separacio´n aproximadamente igual entre el 125% y el 60% de la tensio´n
nominal. Los tres valores restantes se deben ubicar entre el 50% y el 20% de la tensio´n
nominal o hasta el punto en donde la corriente no disminuya ma´s. Al igual que el ensayo
con carga, este debe iniciar con el punto mayor de tensio´n y se debe hacer en el menor
tiempo posible. En cada punto de tensio´n, se deben registrar los valores de tensio´n (3 fases),
corriente (3 fases), potencia activa y resistencia. Para esta u´ltima, este se calcula a partir de
la medicio´n de la temperatura.
Las pe´rdidas se determinan mediante un ana´lisis de regresio´n lineal en la curva de pe´rdidas
constantes (potencia de entrada menos pe´rdidas por efecto joule en el estator) versus la
tensio´n al cuadrado (Figura B.2.44). Esta regresio´n se hace en los puntos ma´s bajos de
tensio´n y extrapolando los valores hasta el punto de corte con el eje de las ordenadas.
P +Pmec i
Pi
Pmec Pmec
Vn
P +Pmec i
Pi
Pmec Pmec
Vn
2
V V
2
a) b)
Figura B-1.: a) Curva y pe´rdidas en el ensayo sin carga; b) Curva del ensayo sin carga
linealizada
Las pe´rdidas meca´nicas por friccio´n y ventilacio´n corresponden con el valor de potencia
en la intercepcio´n de la curva linealizada y extrapolada con el eje de las ordenadas (valor
4Imagen adaptada de Fraile (2003)
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de tensio´n igual a cero). Con esto, las pe´rdidas magne´ticas ser´ıan el resultado de restar el
valor de pe´rdidas meca´nicas a las pe´rdidas constantes. Este valor calculado en el me´todo B
establecido en la norma IEEE112 (2004) es constante para cada punto de carga del ensayo
enunciado en el numeral B.2.3. Sin embargo, en la norma IEC60034-2-1 (2007) para el ca´lculo
de las pe´rdidas magne´ticas se toma en cuenta la ca´ıda de tensio´n en el devanado del estator
en cada punto de carga, lo cual depende de la corriente que circula por este en cada punto.
Las ecuaciones y ca´lculos se presentan en Contreras y Acun˜a (2010) y Boglietti et al. (2011b).
B.3. Algoritmo de ca´lculo de eficiencia con el me´todo de
segregacio´n de pe´rdidas
En la norma IEC60034-2-1 (2007), se presenta el paso a paso para calcular la eficiencia me-
diante la segregacio´n de pe´rdidas y ca´lculo indirecto de pe´rdidas adicionales en carga.Con-
treras y Acun˜a (2010) explican en detalle el algoritmo de ca´lculo basado en este me´todo. Por
su parte, Boglietti et al. (2011b) dan una explicacio´n bastante espec´ıfica de las ecuaciones
utilizadas en estos ca´lculos.
Con base en el trabajo hecho por los autores mencionados en el pa´rrafo anterior y el conte-
nido de la norma IEC60034-2-1 (2007), el procedimiento de ca´lculo para la determinacio´n de
eficiencia a partir de los datos medidos en los ensayos efectuados se resume en los siguientes
pa´rrafos.
El ca´lculo parte con el valor de la resistencia dc medida estando el motor estable te´rmica-
mente en las condiciones ambientales y geogra´ficas locales (temperatura ambiente, humedad
y altura). Con esto, los dema´s ca´lculos sera´n hechos con las mediciones de potencia, tensio´n,
corriente, par, velocidad y temperatura medidas en los dema´s ensayos con la misma conexio´n
y condiciones a la que se efectuo´ esta medicio´n inicial.
Del ensayo de temperatura a carga nominal (Numeral B.2.2), se obtienen mediciones del
funcionamiento a condiciones nominales y a la temperatura de estabilizacio´n, y se mide el
valor de resistencia dc de los bobinados al apagado (se deben tener en cuenta las considera-
ciones expuestas en el numeral B.2.2). Del valor de resistencia medida al apagado y con la
resistencia medida en fr´ıo, se calcula un factor de correccio´n por temperatura y altura a una
temperatura ambiente de 25◦C y una altura de 1000 msnm.
Con el ensayo bajo carga (Numeral B.2.3) se calculan ba´sicamente las denominadas pe´rdi-
das bajo carga: Pe´rdidas por efecto joule o I2R en el estator y rotor. Del ensayo tambie´n se
calcula la potencia de salida (potencia meca´nica en el eje) mediante las mediciones de par
y velocidad. Todos estos valores se hallan para cada punto de carga, teniendo especial aten-
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cio´n a la forma de calcular la resistencia dc en cada uno de ellos (Para revisar las ecuaciones
refie´rase a Boglietti et al. (2011b); Contreras y Acun˜a (2010)).
Mediante el ensayo sin carga en la ma´quina (Numeral B.2.4) se hallan las pe´rdidas denomi-
nadas constantes, las cuales son independientes de la carga en el motor. Estas se calculan
sustrayendo las pe´rdidas por efecto joule en el estator de la potencia de entrada medida en
cada punto de tensio´n durante el ensayo. Las pe´rdidas por efecto joule se obtienen con la
corriente medida en cada punto y la resistencia calculada a partir de la temperatura medida
en los mismos en cada punto. Las pe´rdidas constantes corresponde a la suma de las pe´rdi-
das meca´nicas y las pe´rdidas magne´ticas (Ver Figura B.2.4), las cuales se calculan de forma
segregada de la forma expresada en el numeral B.2.4.
Con la potencia de entrada medida y las pe´rdidas convencionales (pe´rdidas constantes y
pe´rdidas bajo carga) y la potencia de salida calculadas, se obtienen las denominadas pe´rdi-
das residuales en cada punto de carga. Esta corresponde a la sumatoria de las pe´rdidas no
convencionales, las cuales se haya de forma indirecta restando de las pe´rdidas totales apa-
rentes las pe´rdidas convencionales. Las pe´rdidas totales aparentes es el valor de pe´rdidas
hallado restando de la potencia de entrada medida la potencia de salida calculada.
Una vez se tienen el ca´lculo de las pe´rdidas residuales, se procede con el alisamiento de
las mismas. Este se hace mediante una regresio´n lineal de la funcio´n de pe´rdidas residuales
versus el par al cuadrado en cada punto de carga. La valides del ensayo se verifica mediante
el coeficiente de correlacio´n de dicha regresio´n, el cual debe ser mayor a 0,95. En caso de que
este sea menor, se puede eliminar el peor punto de carga con el fin de mejorar el coeficiente.
Si una vez eliminado el peor punto el coeficiente au´n se mantiene por debajo de este valor,
la prueba es insatisfactoria y se debe revisar la instrumentacio´n usada y los errores durante
el ensayo antes de volver a repetir las pruebas.
Una vez los ensayos sean va´lidos, se calculan las pe´rdidas adicionales en carga Psll, las cuales
esta´n dadas por el producto entre la pendiente de la regresio´n lineal y el valor del par al
cuadrado en cada punto de carga. Boglietti et al. (2011b) presentan el valor de pe´rdidas
adicionales en carga obtenido en diez motores con potencias entre 4kW a 70,5kW y 2, 4 y
6 polos y Cao (2008) presenta resultados de eficiencia en cinco motores con potencias entre
7,5kW y 150kW en 4 polos. En el pa´ıs, Bojaca´ (2010) presenta el resultado de ensayos hechos
bajo esta norma en motores de fabricacio´n nacional entre 0.74kW y 74,6kW en 2, 4 y 6 polos.
Finalmente, con las pe´rdidas convencionales calculadas y las pe´rdidas residuales alisadas con
un factor de correlacio´n por encima de lo requerido, se obtiene la segregacio´n de las diferentes
pe´rdidas. En este punto las pe´rdidas por efecto joule en el estator y rotor calculadas son
corregidas por temperatura y altura. Con esto, las pe´rdidas totales sera´n el resultado de la
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suma de las pe´rdidas halladas y la eficiencia se calcula con la ecuacio´n η = (Pin−Ploss)/Pin.
C. Me´todo de los Elementos Finitos
El me´todo de los elementos finitos FEM, se ha utilizado como me´todo nume´rico para resolver
problemas que implican la solucio´n de ecuaciones diferenciales parciales con condiciones de
frontera. FEM divide el dominio de la solucio´n en un nu´mero finito de regiones con formas
simples llamados elementos. Con esto, se puede desarrollar una solucio´n aproximada de la
ecuacio´n diferencial parcial para cada uno de estos elementos y la solucio´n total se genera
uniendo las soluciones individuales (Chapra y Canale, 2007, Cap´ıtulo 31). Debido a que una
descripcio´n completa va ma´s alla´ del alcance de este documento, el presente anexo ofrece
una introduccio´n y descripcio´n general de FEM.
C.1. Ecuaciones de Maxwell
Generalmente, un problema de campo es descrito por una ecuacio´n diferencial, la cual esta´ de-
finida en el dominio como (Bianchi, 2005)
Lφ(P, t) = f(P, t) (C-1)
junto con las condiciones de frontera. Estas u´ltimas restringen el campo a lo largo de la
frontera Γ del dominio bajo ana´lisis. En la ecuacio´n (C-1) L es un operador diferencial, φ es
la funcio´n desconocida que debe ser determinada y f es una funcio´n de forzado, los cuales
esta´n en funcio´n del espacio P = (x, y, z) y el tiempo t (Bianchi, 2005).
Para la soluciones de problemas de electromagnetismo, las ecuaciones diferenciales parciales
que se deben resolver (φ) son las conocidas ecuaciones de Maxwell. As´ı por ejemplo, los
campos ele´ctricos y magne´ticos en un medio son descritos por la ecuacio´n de Ampere-Maxwell
Ecuacio´n (C-2) expresada en forma diferencial 1.
∇× ~H = ~J + ∂
~D
∂t
(C-2)
En problemas de magnetismo solucionados por FEM, debido a que la densidad de campo
magne´tico ~B es sinusoidal en todo el espacio, es posible definir un nuevo campo vectorial
denominado potencial magne´tico ~A, que es la variable independiente del sistema de ecua-
ciones. El objetivo de utilizar el campo ~A es por la posibilidad de derivar campos ele´ctricos
1En problemas con campos estacionarios, la derivada temporal del vector ~D es igual a cero
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inducidos y magne´ticos a partir de las Ecuaciones (C-3) y (C-4) (Bianchi, 2005, Cap´ıtulo 1).
~B = ∇× ~A (C-3)
~E = −∂
~A
∂t
(C-4)
En el caso del motor de induccio´n, en un ana´lisis usando simulacio´n bajo carga la densidad
de corriente J = σ ~E puede ser replanteada, Ecuacio´n (C-5).
~J = ~Js − σ
∂ ~A
∂t
+ σ~v × ~B (C-5)
Donde ~v es la velocidad de movimiento de los conductores dentro del campo magne´tico ~B y
~Js es la densidad de corriente forzada.
En un problema 2D, el vector de densidad de corriente y el vector de potencial magne´tico
son normales al plano (x,y): ~J = (0, 0, Jz) y ~A = (0, 0, Az); por lo que el vector de intensidad
de campo y densidad de flujo magne´tico tienen componentes solo en el plano(x,y) normal
al eje z: ( ~H = (Hx, Hy, 0) y ~B = (Bx, By, 0)). Con esto, el problema de campo a partir
de la Ecuacio´n (C-5) es descrito en la ecuacio´n diferencial Ecuacio´n (C-6), la cual debe ser
solucionado mediante FEM (Bianchi, 2005, Cap´ıtulo 13).
∂
∂x
(
1
µ
∂Az
∂x
)
+
∂
∂y
(
1
µ
∂Az
∂y
)
= Jsz − σ
∂Az
∂t
+ σ~v ×∇Az (C-6)
C.2. Enfoque general de la formulacio´n de FEM-2D
En te´rminos generales, el objetivo de FEM es definir una funcio´n φ∗ para cada m-th elemento
que aproxime la funcio´n desconocida φ tan preciso como sea posible. As´ı, una funcio´n es
comu´nmente expresada como una combinacio´n lineal de funciones base como se presenta en
la Ecuacio´n (C-7).
φ∗m(P, t) =
n∑
j=1
Φmjvmj(P, t) (C-7)
Donde n es el nu´mero de nodos del elemento, vmj es la funcio´n de interpolacio´n y Φmj son
los coeficientes desconocidos que deben ser determinados durante el proceso de ca´lculo en el
j-th nodo del m-th elemento (Bianchi, 2005), que para el caso del motor de induccio´n es el
vector potencial magne´tico Φmj = ~Azmj .
Para esto, generalmente la implementacio´n de FEM sigue un procedimiento esta´ndar paso a
paso. A continuacio´n se presenta un panorama general de cada uno de esos para un problema
2D (Chapra y Canale, 2007; Bianchi, 2005).
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C.2.1. Discretizacio´n del dominio
Este paso consiste en dividir el dominio de la solucio´n en elementos finitos Figura C-12. Los
elementos usados normalmente son cuadrados o rectangulares. Cada elemento esta´ confor-
mado por nodos y l´ıneas.
Dominio del problema
Elemento
Rectangular
Elemento
Cuadrado
Nodos
Líneas
Figura C-1.: Elementos cuadrados y triangulares usados en la discretizacio´n de un dominio
2D
En el caso de los motores de induccio´n, por lo general se discretiza el dominio mediante
elementos finitos triangulares.
C.2.2. Ecuaciones de los elementos
Una vez se tiene un dominio dividido en un nu´mero finito de elementos, el siguiente paso
consiste en elegir las ecuaciones de interpolacio´n vmj para aproximar la solucio´n de cada
elemento. Para esto primero se debe elegir una ecuacio´n de vmj adecuada con coeficientes
desconocidos que aproximara´ la solucio´n. Segundo, se formula el sistema para resolver el
problema de campo evaluando los coeficientes Φmj de tal modo que la funcio´n aproxime la
solucio´n de manera o´ptima (Chapra y Canale, 2007).
De este modo, primero se debe elegir el orden de la funcio´n de interpolacio´n vmj . Esta puede
ser de primer, segundo, tercer u orden superior. Por supuesto, entre mayor sea el orden se
podra´ obtener una mejor aproximacio´n, pero se hara´ ma´s complejo el problema de campo.
Una vez se ha seleccionado el orden de vmj , la solucio´n desconocida en cada elemento es
escrita como la Ecuacio´n (C-7). vmj es la funcio´n de interpolacio´n referida al j-th nodo del
m-th elemento.
2Imagen adaptada de Chapra y Canale (2007)
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En el problema de campo del motor de induccio´n se puede suponer que el vector potencial
magne´tico (Φmj = ~Azmj) varia linealmente entre pequen˜as porciones del dominio, por lo que
la funcio´n de interpolacio´n podr´ıa ser de primer orden.
Debido a lo anterior, una interpolacio´n lineal de la funcio´n φ es asumida en cada elemento
como φm(x, y) = a+bx+cy. En general, en un elemento triangular de lados i,j,k Figura C-2,
en los tres nodos del tria´ngulo los valores son dados por la Ecuacio´n (C-8) (Bianchi, 2005,
Cap´ıtulo 3).
Φi = a+ bxi + cyi
Φj = a+ bxj + cyj
Φk = a+ bxk + cyk
(C-8)
Con la solucio´n del sistema de Ecuaciones (C-8) se puede conocer el valor de la funcio´n φm
en cualquier parte del elemento Figura C-2. As´ı, se obtienen las ecuaciones elementales Ne
que dependen de la geometr´ıa y del tipo de malla.
(xi i,y )i
(xj j,y )j
(xk k,y )
k
(xi i,y )i
(xj j,y )
(xk k,y )
j
k
Figura C-2.: Elemento finito triangular
Una vez se ha elegido la funcio´n de interpolacio´n y hallado las ecuaciones elementales Ne, el
segundo paso consiste en desarrollar la ecuacio´n que rige el comportamiento del elemento.
Esta ecuacio´n representa un ajuste de la ecuacio´n diferencial que se esta´ tratando (Para los
motores de induccio´n Ecuacio´n(C-6)). En este, los valores de Φmj (Ecuacio´n (C-7)) tienen
que ser calculados en los nodos de cada elemento (Figura C-2). Para desarrollar el sistema,
tanto el me´todo variacional (Me´todo de Rayleigh-Ritz) como residual (Me´todo de Galerkin)
puede ser usado aplica´ndolo a cada elemento. Con esto se obtiene un sistema de ecuaciones
de n ecuaciones con n variables Φmj desconocidas, que pueden expresarse en forma matricial
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y cuya solucio´n corresponde a los valores de Φmj .
[K] · [A] = [F] (C-9)
donde [K] es una matriz de propiedades del elemento o matriz de rigidez, [A] es un vector
columna de las inco´gnitas en los nodos (vector potencial magne´tico) y [F] es un vector
columna determinado por el efecto de cualquier influencia externa aplicada a los nodos
(condiciones de borde).
C.2.3. Ensamble
Una vez se han obtenido las ecuaciones de los elementos, estas deben unirse para caracterizar
el comportamiento de todo el sistema (Chapra y Canale, 2007, Cap´ıtulo 31). Este proceso se
efectu´a de tal forma que las soluciones de los elementos contiguos se acoplen, de tal manera
que los valores de las inco´gnitas en los nodos comunes sean equivalentes. Cuando todos los
sistemas individuales esta´n ensamblados, el sistema completo se puede expresar como le
Ecuacio´n (C-10).
[K] · [A’] = [F’] (C-10)
C.2.4. Condiciones de frontera
Antes de resolver la Ecuacio´n (C-10) debe modificarse para considerar las condiciones de
frontera. Ba´sicamente se tienen tres condiciones diferentes:
Condicio´n de frontera de Dirichlet:
Bajo esta condicio´n, a la funcio´n desconocida φ(P, t) le es asignado sobre la frontera Γ una
funcio´n conocida constante g(P, t) (Hameyer y Belmans, 1999, Cap´ıtulo 3).
φ(P, t) = g(P, t) = constante En todo Γ (C-11)
En el caso de los problemas de campo magne´tico, esta condicio´n de frontera asigna un valor
conocido constante al vector de potencial magne´tico Az sobre la frontera Γ (ej. Az = 0 sobre
toda la frontera). De esto se deduce que las l´ıneas de flujo son tangenciales a la frontera y
las l´ıneas de flujo no la cruzan. Tal condicio´n equivale a considerar un material externo con
cero permeabilidad magne´tica, lo cual actuar´ıa como un material aislante magne´tico justo
afuera del dominio(Bianchi, 2005, Cap´ıtulo 4).
Condicio´n de frontera de Newmann:
En este tipo de frontera, a la derivada de la funcio´n desconocida φ(P, t) en la direccio´n normal
en toda la frontera Γ se le establece un valor conocido constante (Hameyer y Belmans, 1999,
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Cap´ıtulo 3).
∂φ(P, t)
∂n
= g(P, t) = constante En todo Γ (C-12)
Si la derivada es constante en direccio´n normal a la frontera, las l´ıneas de potencia pueden
pasar la frontera fuera del dominio de estudio. La principal propiedad de esta condicio´n de
frontera es que conociendo las simetr´ıas del campo y usando condiciones de Newmann en
las fronteras, se puede reducir el modelo nume´rico y obtener el mismo resultado (Hameyer
y Belmans, 1999, Cap´ıtulo 3).
En el caso del problema de campo magne´tico, esta condicio´n de frontera consiste en imponer
un valor conocido a la derivada del vector potencial magne´tico ∂Az/∂n normal a la frontera
Γ. As´ı, las l´ıneas de campo tendra´n un a´ngulo de incidencia dado respecto a la frontera.
En el caso de una condicio´n homoge´nea (ej. ∂Az/∂n = 0 ) las l´ıneas son forzadas a ser
perpendiculares a la l´ınea de frontera y por lo tanto la densidad de campo magne´tico ~B
a tener solamente componentes normales sobre la frontera. Esta condicio´n es equivalente a
tener un material externo justo en la frontera con permeabilidad magne´tica infinita (Bianchi,
2005, Cap´ıtulo 4).
Condicio´n de frontera Binarias o Perio´dicas:
En dispositivos axisime´tricos especialmente, el campo magne´tico se puede repetir perio´di-
camente a lo largo de los 360◦ de la geometr´ıa. As´ı, con esta condicio´n de frontera, los
potenciales en toda la frontera Γ dependen de la solucio´n del problema de campo y as´ı in-
herentemente ocurre siempre en parejas, Ecuacio´n (C-13).
kφ1(P, t) + φi(P, t) = m (C-13)
Si m = 0 y k es igual a 1 o -1, esta frontera es llamada condicio´n de frontera binaria.
En otras palabras, y para el problema decampo magne´tico, esta condicio´n consiste en asignar
una correspondencia entre los valores del vector de potencial magne´tico Az entre dos o ma´s
l´ıneas de frontera Gamma de la estructura. Por esta razo´n, para esta condicio´n dos o ma´s
fronteras son elegidas.
Para el caso del motor de induccio´n, un ejemplo del uso de las fronteras de Dirichlet y
Binarias es presentado en la Figura C-3.
C.2.5. Solucio´n
La solucio´n consiste en resolver el sistema de ecuaciones presentado en le Ecuacio´n (C-10)
una vez se hayan incluido las condiciones de frontera en el vector [F]. Para esto se utilizan
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Frontera Binaria
Frontera de Dirichlet
Frontera de Dirichlet
Frontera Binaria
Figura C-3.: Dominios t´ıpicos en un modelo 2D del 1/4 de la geometr´ıa de un motor de
induccio´n de 4 polos
diferentes te´cnicas (Ej. Eliminacio´n de Gauss, descomposicio´n LU etc), las cuales pueden ser
encontradas en una gran cantidad de literatura.
C.2.6. Ca´lculos sobre la estructura solucionada
En este punto la estructura ha sido dibujada, las condiciones de frontera han sido asignadas,
las propiedades ele´ctricas y magne´ticas de los materiales han sido fijados junto a las fuentes
de campo y la solucio´n ha sido hallada. Ahora, en el Pos-proceso se deben hallar los valores
que se desean evaluar sobre el modelo. En el caso de la eficiencia, las pe´rdidas deben ser
calculadas sobre la estructura.
Pe´rdidas por efecto joule en el modelo
Como la densidad de corriente ya determinada en cada punto de la estructura en el instante
de tiempo t, las pe´rdidas por efecto joule instanta´neas se calculan a partir de la Ecuacio´n
(C-14) (Bianchi, 2005, Cap´ıtulo 4).
Pj(t) =
∫
τ
ρ ~J2dτ (C-14)
en el modelo 2D, donde ~J = Jzuz la integral de volumen es reducida a la Ecuacio´n (C-15).
Pj(t) = l
∫
S
ρJ2z dS (C-15)
Donde l es la longitud axial (en el eje z) de la estructura.
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Energ´ıa magne´tica y pe´rdidas en el hierro
La energ´ıa magne´tica almacenada en la estructura puede ser calculada mediante la Ecuacio´n
(C-16).
Wm =
∫
τ
∫ B
0
~H · d ~B dτ =
∫
τ
∫ A
0
~H · d ~A dτ (C-16)
Tradicionalmente las pe´rdidas en el nu´cleo esta´n divididas en dos componentes: las pe´rdidas
por histe´resis y por efecto Joule debido a las corrientes de Eddy (Corte´s y Pe´rez, 2007). Las
pe´rdidas por histe´resis son iguales al producto entre el a´rea de la curva de histe´resis y la
frecuencia del campo magne´tico, Ecuacio´n (C-17).
Pihl ≈ KhfB2m[W/kg] (C-17)
Las pe´rdidas debidas a las corrientes de Eddy son causadas por la induccio´n de corrientes
ele´ctricas in el material magne´tico debido a una corriente alterna externa o a un campo
magne´tico viajero. Ecuacio´n (C-18).
Piel ≈ Kef 2B2m[W/kg] (C-18)
Mediante FEM se halla la distribucio´n del campo magne´tico Bm con conductividad ele´ctrica
igual a cero y luego las pe´rdidas pueden se calculadas mediante la Ecuacio´n (C-19)(Formulas
de Bertotti) en estado armo´nico, la cual es una generalizacio´n de las Ecuaciones (C-17) y
(C-18).
dPie ≈
[
KhfB
2
m +Ke(Bm · f)2 +Kex(Bm · f)3/2 × 8, 67
]
ki (C-19)
Donde Bm es la densidad de flujo ma´xima, f la frecuencia de alimentacio´n, kh[W ·s/(T 2m3)]
un coeficiente de pe´rdidas por histe´resis, kex[W/((T · s−1)3/2m3)] es un coeficiente de pe´rdi-
das suplementarias o por exceso, ke esta´ dado por la Ecuacio´n (C-20) y ki es el factor de
apilamiento de las la´minas magne´ticas (valor cercano a 1). Este u´ltimo coeficiente considera
el aislamiento ele´ctrico de las la´minas de los nu´cleos magne´ticos.
ke = π
2
σfet
2
i
6
(C-20)
donde σfe[1/(ω ·m)] es la conductividad de la la´mina magne´tica y ti[m] es el espesor de la
la´mina magne´tica .
De esta manera, para el ca´lculo de las pe´rdidas en el hierro del motor en una regio´n, es ne-
cesario suplir de dichos coeficientes, los cuales comu´nmente son suministrados en las fichas
te´cnicas del material magne´tico utilizado en los motores. Generalmente, los fabricantes pro-
veen el valor de pe´rdidas en el hierro para valores dados de la densidad del campo magne´tico y
frecuencia. Dos valores de pe´rdidas, para dos valores diferentes de densidad de flujo magne´ti-
co y/o frecuencias son suficientes para determinar los coeficientes kh y kex (Coeficientes de
Bertotti).
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Caracter´ısticas del motor en operacio´n a carga nominal
Una vez se ha efectuado el ana´lisis por FEM para diferentes valores de deslizamiento, se
pueden calcular los siguientes valores mediante las herramientas de pos-proceso del software
utilizado con el fin de determinar el valor de eficiencia a potencia nominal. A continuacio´n
se presenta un ejemplo de dichas variables y sus ca´lculos (Magsoft-Corporation, 2006):
El valor rms de la corriente por fase (Iu, Iv, Iw) y el valor medio I1 = (Iu + Iv + Iw)/3
Las pe´rdidas magne´ticas Pil en los nu´cleos del estator
La potencia activa y reactiva (P1 y Q1) consumida por el motor de las fuente de
alimentacio´n trifa´sica y el factor de potencia cosφ = (P1 + Pil)/
√
(P1 + Pil)2 +Q
2
1
El par electromagne´tico Te
Las pe´rdidas por efecto Joule en el bobinado del estator Psjl = 3RsI
2
1
Las pe´rdidas por efecto Joule en la jaula del rotor Prjl = sPag = s(P1 − Psjl)
Potencia de salida del motor Pshaft = P1 − Psjl − Prjl − Pmecl, donde Pmecl son las
pe´rdidas meca´nicas en el motor, las cuales deben ser incluidas a partir de ensayos o
con valores aproximados como Pmecl = 0, 05Pn
La velocidad del motor n = (1− s)nsyn
Par de salida (meca´nico) del motor T = 60Pshaft/(2πn)
Eficiencia del motor, η = Pshaft/(P1 + Pil)
De una curva Pshaft(s) se obtiene el valor de deslizamiento nominal sn, el corresponde
al valor de potencia de salida Pshaft igual a la potencia nominal de la ma´quina Pn
